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RESUMO

Sabemos que a matéria no estado de plasma torna-se condutora de corrente elétrica liquida e
responde fortemente a campos eletromagnéticos. Esta resposta pode ser utilizada para sondar
grandezas relacionadas ao plasma, e é definida em termos de um tensor condutividade. Neste
trabalho apresentamos um breve estudo sobre o calculo do tensor condutividade para plasmas
anisotropicos utilizando a notacdo de Einstein e o simbolo de Levi-Civita. Fazendo-se uso
deste tensor condutividade particularizado para modelo de plasma frio, procuramos determinar
expressoes para resisténcia, reatancia e impedancia de plasma definidas por meio do teorema de
Poynting. Em uma simples andlise sobre a expressdo de impedincia mostramos um caminho
alternativo para determinagdo da frequéncia e densidade de plasma e em termos de parametros
experimentais facilmente mensurdveis tais como raio, distancia entre eletrodos, diferenca de
potencial e resisténcia externa ao plasma. O método apresentado aqui € invasivo, assim como nos
casos em que o diagnéstico da frequéncia e densidade de plasma sdo realizados por meio da sonda
Langmuir, no entanto o mapeamento por meio da impedancia mostra-se experimentalmente e
matematicamente mais simples de ser implementado, e com a possibilidade de ser aplicado a

sistemas pulsados como Tokamak e Theta-pinch.

Palavras-chaves: Tensor condutividade. Teorema de Poynting. Resisténcia de plasma. Reatan-

cia de plasma. Impedancia de plasma.



ABSTRACT

We know that matter in the plasma state becomes good conductors and respond strongly to
electromagnetic fields. This response may be used to probe quantities related to plasma, and
is defined in terms of a conductivity tensor. In this work we present a brief study about the
conductivity tensor calculus for anisotropic plasmas using the notation of Einstein and the
Levi-Civita symbol. Making use of this conductivity tensor particularized for cold plasma model,
we seek to determine expressions for resistance, reactance and plasma impedance defined by the
Poynting’s theorem. In a simple analysis of the expression impedance we show an alternative
way for determining the plasma density and plasma frequency in terms of easily measurable
experimental parameters such as radius, distance between electrodes, the potential difference and
external resistance to plasma. The method presented here is invasive as well as in cases where the
diagnosis frequency and plasma density are performed by Langmuir probe, however the mapping
through the impedance is shown mathematically and experimentally simpler to implement, and
whith the possibility of being applied to pulsed systems as Tokamak and Theta-Pinch.

Keywords: Conductivity tensor. Poynting’s theorem. Plasma resistance. Plasma reactance.

Pasma impedance.
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1 INTRODUCAO

Toda a matéria conhecida existente no universo € frequentemente classificada em termos
de quatros estados termodinamicos: sélido, liquido, gasoso e plasma. Tudo o que conhecemos
encontra-se em um destes quatro estados. A diferenca entre os estados sdlido, liquido e gasoso
de uma porc¢ao de matéria estd basicamente relacionada a energia potencial de ligac@o entre seus
constituintes (atdmos e/ou moléculas) e a energia térmica. No estado s6lido, a energia potencial
de ligacdo entre os &tomos ou moléculas € forte, nos liquidos € relativamente fraca e nos gases €
quase inexistente, (BITTENCOURT, 2004).

Se por meio de uma fonte de calor fornecermos energia térmica suficiente a uma dada
porcao de matéria no estado sé6lido, esta chegard a um ponto onde sua temperatura se mantera
aproximadamente constante. Neste ponto, teremos entdo a transi¢do da por¢ao de matéria que
estava inicialmente no estado s6lido para o liquido. Se continuarmos fornecendo energia térmica
a por¢ao de matéria depois de estar totalmente no estado liquido, esta depois de um determinado
tempo chegard a um outro ponto onde a temperatura € mais uma vez aproximadamente constante.
Teremos entdo, a transi¢do entre os estados liquido e gasoso. Se mais energia térmica for
fornecida a por¢ao de matéria, agora no estado gasoso, as moléculas que a compde dissociaram-se
em 4tomos neutros, fons e elétrons. A esta “sopa” de 4tomos neutros, ions e elétrons comumente
denominamos o estado de plasma. Vale ressaltarmos aqui que todo plasma € constituido de
uma “sopa” de particulas ionizadas, mas nem toda “sopa” de particulas ionizadas constitui um
plasma. Para que uma determinada por¢ao de matéria seja tratada como estando no estado de
plasma, € preciso que haja um nimero grande de portadores de carga por unidade de volume,
(BITTENCOURT, 2004).

1.1 PRODUCAO DE PLASMAS

Embora seja teoricamente simples produzir plasma através do fornecimento de energia
térmica a uma determinada porcao de matéria, do ponto de vista experimental esta tarefa ndo é
relativamente simples e nem tdo pouco a forma mais eficiente de se produzir plasmas, dependendo

do tipo de matéria considerada, pois o potencial de ionizag¢do pode ser relativamente alto.

Na natureza os plasmas sdo criados de diversas formas: em processos de fusdo nuclear,
como o caso do plasma gerado no sol, figura 1; Por descargas elétricas como no caso dos raios
em dias de tempestades, figura 2; Através de colisdes entre as particulas do vento solar com a
alta atmosfera terrestre !, figura 3 e 4; Em processos de fotoioniza¢do como ocorre na ionosfera

terrestre; E outros.

' Este fendmeno é denominado Aurora Polar pois ocorre predominantemente em regides préximas aos polos

terrestre. Quando o fendmeno ocorre no polo norte é denominado Aurora Boreal, quando no polo sul é chamada
Aurora Austral, (WIKIPEDIA, 2015).
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Figura 2 — Imagem de um raio durante uma
tempestade na praia de bombas,
Santa Catarina - Brasil

Figura 1 — Ilustracdo de plasmas gerados na
superficie solar

Earth to Scale

Fonte: Zell (2012) Fonte: Flores (2015)

Figura 4 — Aurora Austral visualizada a par-
Figura 3 — Aurora Boreal visualizada em tir da estacdo norte americana

Fairbanks, Alasca Amundsen-Scott

Fonte: Inaglory (2007) Fonte: Danals (2005)

Em laboratérios, plasmas sdo produzidos comumente de duas formas, sendo a primeira
por meio de descarga elétrica AC ou DC e a segunda através de processos de fotoionizagdo.
Nos casos de plasmas gerados por descargas elétricas, um gas € submetido a uma alta diferenca
de potencial aplicada por meio de dois eletrodos. Esta diferenca de potencial gera um campo
elétrico apontando na dire¢@o do eletrodo de maior potencial para o de menor potencial elétrico.
Os elétrons presentes nos atdbmos que constituem o gds tendem a se mover em sentido contrario
ao campo elétrico enquando as cargas presentes nos nicleos do 4tomos tendem a se mover no
mesmo sentido do campo elétrico aplicado. Quando o campo € suficientemente intenso a rigidez
dielétrica do gds é rompida e pares elétron-ions sdo formados. Estes pares elétron-ions sdo entdo
acelerados pelos campo elétrico e neste processo colidem fortemente com particulas neutras
formando entdo novos pares elétron-ions, e assim provocando um processo de ionizacdo em ca-
deia. Raios em tempestades sdo exemplos de plasma criados por meio de descargas elétricas. Na

figura 5 mostramos um plasma atmosférico gerado por descarga AC de baixa frequéncia (60Hz),
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onde uma alta diferenca de potencial (cerca de 18000V") € aplicada a dois eletrodos. Na figura 6
ilustramos um plasma gerado por descarga AC de baixo potencial, mas com frequéncia em torno

de 13,56 M H z, nesse caso o plasma € gerado por meio de uma fonte de Radio frequéncia (RF).

Figura 5 — Plasma  gerado
por descarga Figura 6 — Plasma gerado por fonte de Radio Frequéncia
elétrica AC (RF)

Fonte: Autor Fonte: Ron (2015)

Nos casos de plasmas gerados através de fotoionizagdo, incide-se um feixe de fétons
com energia maior ou igual ao potencial de ionizacao sobre uma determinada por¢ao de matéria
(ndo necessariamente um gds inerte). Quando um dtomo da por¢cdo de matéria absorve um féton
altamente energético, parte da energia absorvida € utilizada para ionizar o 4tomo formando
assim um par elétron-ion, o restante € convertida pelo par elétron-ion em energia cinética.
Novamente, por colisdes entre ions, elétrons e dtomos neutros, o gds estard em fracdo de
segundos ionizado. A ionosfera terrestre € um exemplo de plasma gerado naturalmente por
fotoionizacao, (BITTENCOURT, 2004).

Seja qual for o plasma, o existente na natureza ou mesmo o reproduzido em laboratério,
hé pelo menos duas grandezas importantes na descricdo destes: a densidade de cargas e a
temperatura. Os diferentes tipos de plasmas existentes na natureza ou criados em laboratorios,
sao descritos em termos destas grandezas. Obter experimentalmente valores razodveis para elas
é, de modo geral, uma tarefa nada trivial, dependendo do ambiente onde o plasma existe ou é

criado.

1.2 MEDIDAS DE DENSIDADE E TEMPERATURA DE PLASMAS

As medidas de densidade e temperatura de um plasma sdo comumente realizadas por
meio do uso de um instrumento denominado sonda. Para determinacdo da temperatura eletronica

utiliza-se a sonda Langmuir, enquanto para determinagdo da densidade eletronica utiliza-se o
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copo de Faraday, (CANAL, 2009). Seja qual for a sonda a ser utilizada, esta € introduzida
diretamente no plasma e os parametros do circuito externo de alimenta¢do da sonda sdo variados.
Na obtencado de medidas de densidade eletrOnica, varia-se o potencial na sonda e monitora-se
a corrente elétrica que passa por ela, trata-se portanto de um método invasivo. O valor da
temperatura é entdo obtido a partir do grafico V' x I. E possivel obter o valor da densidade
eletrOnica utilizando o valor da temperatura obtida a partir do grifico V' x I, (BITTENCOURT,
2004). Embora a implementacao experimental deste método seja relativamente simples e de
baixo custo, quando comparado com outras técnicas de caracterizacdo de plasmas tais como
espectroscopia de emissio, (GRECCO; BOSCO, 2007). A teoria envolvida na anélise dos dados
¢ tdo complexa quanto essas técnicas além de haver diversas situa¢des em que a sonda Langmuir
ndo pode ser utilizada, como no caso de plasmas gerados no interior da cavidade de lasers

gasosos (por exemplo: laser de V,), pois a regido de plasma € inacessivel.

H4é muitas outras situagdes onde o uso da sonda Langmuir tornar-se inadequado. Neste
contexto, muitos pesquisadores t€ém se dedicado ao estudo e ao desenvolvimento de novas
técnicas e instrumentos capazes de determinar parametros de plasma das mais variadas formas,
sendo o metdédo de mapeamento por meio da impedancia de plasma o que mais se destacou ao

longo dos udltimos anos.

Na década de 80, Ilié¢ (1981) propds um método para medir a impedancia elétrica de uma
classe de reatores de plasma utilizados na fabricag@o de circuitos integrados. Combinando a
técnica de medida da impedéancia com um modelo de plasma circuito, mostrou como € possivel
monitorar a densidade e frequéncia de plasma de forma nao invasiva por meio da impedancia.
Na década de 90, Tsui et al. (1996) propuseram um método para determinar a densidade do
plasma e reduzir a largura do periodo do pulso de um laser a gas, baseando-se no célculo da
impedancia do plasma gerado no interior da cavidade do laser. Usando as equacdes de fluido e
as equacgoes de Maxwell, determinaram uma expressao algébrica para impedancia do plasma
gerado no interior da cavidade e ajustaram a descarga para que ela ocorresse de forma ressonante.
Com o casamento de impedancia, concluiram que o plasma comportava-se como um circuito L,,
e C), em paralelo, e que a densidade do plasma poderia ser medida a partir dos valores de L, e C,,.
Por outro lado, Brackwell, Walker e Amatucci (2005) mediram a densidade de elétrons de um
plasma por meio de uma sonda esférica. A partir da curva de impedancia obtida para o sistema
plasma-sonda, localizaram transi¢cdes entre os estados capacitivo e indutivo e determinaram para
estes locais da curva a densidade de elétrons e a largura da bainha de plasma. Um grupo de
pesquisadores, Motomura et al. (2014), desenvolveu um método ndo invasivo de monitoramento
de impedancia de plasma para deteccao de anomalias e mapeamento de grandezas, tais como
densidade e frequéncia durante o processo de producdo de plasma. Hopkins e King (2014),
compararam resultados obtidos por simulagdes numéricas com medidas experimentais para
determinar a habilidade de uma sonda de impedancia de plasma (Plasma Impedance Probe - PIP)
utilizada para medir densidade e frequéncia de colisdes em plasmas contendo gradiente espacial,

bem como variacdo temporal na densidade de plasma. Verificaram que estes tipo de sonda é
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eficiente para medir densidade assim como médximos e mininos na densidade devido a variacdo

temporal.

Portanto, a busca por modelos capazes de descrever e monitorar plasmas criados em

diversos ambientes sdo atuais e foi neste sentido que realizamos este trabalho.

1.3 TENSOR CONDUTIVIDADE

Enquanto a densidade e temperatura de plasma sdo importantes para a descricao de um
plasma, o tensor condutividade é fundamentalmente importante para a obtencao da resposta
dindmica de um plasma sujeito a alguma excitacao eletromagnética. Este tensor € geralmente
obtido apenas para algumas configuragdes simples, como por exemplo, o caso do modelo “field
free plasma”. Quando um plasma nao uniformemente magnetizado € considerado, a dificuldade
na obten¢do do tensor condutividade aumenta consideravelmente € na maioria dos casos apenas

previsdo por simulagdo computacional € possivel, (BRET, 2007).

Ha diversas situacdes experimentais ndo descritas por ndo se conhecer o tensor condutivi-
dade apropriado, dentre elas, o simples caso onde um plasma € formado por uma descarga elétrica
DC unidirecional ou descargas AC de baixas frequéncias. Neste caso, o plasma conduz uma
corrente elétrica liquida, devido ao movimento ordenado das particulas que compde o plasma,
um campo magnético é gerado e deve ser considerado no calculo do tensor condutividade quando
este atinge um certo limiar. Na grande maioria dos casos o campo magnético é nao homogéneo,
e esta ndo homogeneidade faz com que a tarefa de obter o tensor condutividade nao seja nada

trivial.

A determinagdo do tensor condutividade para um plasma ndo homogéneo € importante
em praticamente todos os ramos da fisica de plasma e muitos pesquisadores t€ém se dedicado a
obter este tensor para algumas situagcdes de interesse experimental. Recentemente, Goodman e
Kazeminezhad (2010) estudaram o tensor condutividade em simula¢do magnetohidrodinamica
(MHD) para decrever como as ondas de choque MHD podem se formar, propagar e aquecer a
fotosfera e cromosfera por compressao e dissipagdo, ele calcula numericamente o tensor para
um meio que inclui a fotosfera e discute um processo de geracdo de fluxo de energia. Kabanov,
Zagar e Mihailovic (2008) descreveram o tensor condutividade elétrica de um meio com duas

componentes ndo homogéneas.

Obter grandezas relacionadas a um plasma € fundamental em todos os ramos da fisica
de plasma, e o método de obtengao a partir do monitoramento de impedancia tem despertado
um enorme interesse entre os pesquisadores da area, assim sendo, o presente trabalho possui
duas vertentes. Na primeira, procuramos determinar expressdoes em termos de parametros
experimentalmente mensurdveis para resisténcia, reatancia e impedancia de plasma frio sujeito a
um campo magnético, e para isto, faremos o uso do teorema de Poynting combinado com teorias

de circuitos e eletrodinamica cldssica. Na segunda vertente, propomos um método alternativo
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para o célculo do tensor condutividade de um plasma anisotrépico por meio do uso da notagdo

de Einstein e do simbolo de Levi-Civita.
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2 TEOREMA DE POYNTING E DEFINICAO GERAL DE IMPEDAN-
CIA

Sabe-se que a corrente elétrica dentro de meio matérial é dada pela resposta das particulas
carregadas deste meio a um campo elétrico a elas aplicado. Essa resposta depende da natureza do
meio material. Para boa parte dos materiais isotrépicos sélidos e liquidos, a relacao é dada pela
lei de Ohm: J = oE, onde sigma representa a resposta do material ao campo elétrico aplicado, e
denomina-se condutividade elétrica do material, (NUSSENZVEIG, 1997).

Quando consideramos, por exemplo, um elemento de comprimento infinitesimal (dl)
de um fio condutor de se¢ao transversal A, sobre o qual circunda uma corrente longitudinal e
homogénea J. Pela lei de Ohm, o campo elétrico também serd longitudinal e homogéneo e a

queda de potencial entre as duas extremidades do elemento dl serd dada por

2
Vl—VQ:/E-dl:Edl, 2.1)
1

onde E € uniforme e paralelo a dl.

Por outro lado, a corrente que atravessa uma se¢ao tranversal A num trecho do fio é

I= / J-ndA = (0E)A, (2.2)
A

onde n é um vetor normal ao elemento de area dA. Substituindo F, obtido a partir da equacio

2.1, na equagdo acima, obtemos

I
dV = —dl. 2.3
) (2.3)

Integrando a equagd@o acima sobre um fio de comprimento total L e se¢@o transversal constante

ao logo do fio, temos

L
V= a[, (2.4)

e comparando com a definicdo V' = RI, teremos:

% (2.5)

!
R_U_A A
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R é aresisténcia elétrica do fio, o a condutividade e ) € a resistividade do material.

Para alguns meio materiais, por exemplo o fio condutor considerado acima, os conceitos
envolvidos na resposta do meio a campos eletromagnético em termo de parametros de um circuito
elétrico, tais como resisténcia, condutividade, resistividade, impedancia e etc. sdo facilmente
obtidos a partir da integracdo dos campos que atuam sobre o meio. Assim, para desenvolvermos
o conceito de impedancia de plasma, é necessdrio que o plasma seja tratado como elemento de
um circuito elétrico sobre o qual atuam campos eletromagnéticos. Mostraremos que a defini¢cdo
de impedancia de plasma é uma consequéncia do teorema de Poynting e da integracdo dos
campos eletromagnético atuando sobre o plasma, e para tanto, apresentaremos neste capitulo,
de acordo com a literatura, os conceitos de resisténcia, reatancia e impedancia de um sistema
eletromagnético qualquer a partir da aplicacao do teorema de Poynting, para que mais a frente
(capitulo 4), possamos aplicar estes conceitos a um circuito elétrico no qual o plasma é tratado

como elemento pertencente ao circuito.

Dividimos este capitulo da seguinte maneira, na primeira se¢ao, desenvolvemos o teorema
de Poynting, na segunda secdo, fazemos a mesma coisa, no entanto o teorema de Poynting é
desenvolvido para campos complexos e harmonicamente varidveis com o tempo. Na terceira e
ultima secdo, definimos os conceitos de resisténcia, reatancia e impedancia a partir da combinagao

de teorias de circuito com eletrodinamica classica.

2.1 TEOREMA DE POYNTING

Aplicar o teorema de Poynting €, de modo geral, essencial para conhecer a forma
especifica dos campos eletromagnéticos dentro de um volume de um determinado meio condutor.
Qualquer que seja o plasma, podemos sempre tratd-lo como um meio condutor e portanto aplicar

o teorema de Poynting para obtermos os campos elétrico e magnético.

De acordo com Jackson (1975), podemos definir matematicamente a taxa temporal do
fluxo de energia associado ao campo eletromagnético por meio do teorema de Poynting. Para
isto, consideremos inicialmente uma particula movendo-se com velocidade V numa regiao onde
ha campo elétrico E e campo magnético B, neste caso, o trabalho realizado sobre a particula
pelos campos E e B é gE - V. O trabalho associado ao campo magnético € zero pois a forca
magnética € sempre perpendicular ao deslocamento da particula. Se ao invés de uma particula
tivermos uma distribui¢do continua de cargas em um volume V/, a taxa de trabalho realizado

sobre o volume V €

/ (J-E)d*z. (2.6)
\%

A equagdo 2.6 representa a conversao de energia eletromagnética em energia mecanica

ou térmica. No interior do volume hd tanto campo magnético quanto campo elétrico, portanto, o
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trabalho realizado sobre o volume V' deve reduzir a energia associada aos campos, ou seja, deve

haver conservacdo de energia.

A partir da equagcdao de Ampere — Maxwell,

10D
H = 2.
V x J T 2.7)

podemos obter a densidade de corrente J, que quando substituida na equacio 2.6, resulta:

1 oD
E)dPr = — E - H) -E.-— . 2.
/V(J )d°x ), {c (VxH) - T d*x (2.8)
Se fizermos uso da identidade vetorial
V- (ExH)=H - (VXE)—-E-(VxH) (2.9)

e da lei de Faraday na equacao 2.8, obtemos:

/V(JE :—/{ (>—E-(%—?)—cV-(ExH)}d3m. (2.10)

A densidade total de energia eletrostdtica e magnética pode ser definida por:

1
u=—E-D —B H, 2.11
8 +8 ( )

e se o meio for linear, isto €, D = ¢yE e H = (B, a taxa de variag¢do da densidade de energia

eletromagnética serd

Supondo V' um volume arbitrério e substituindo a equagao 2.12 na 2.10, tem-se o Teorema

de Poynting:

V-S+—=-J-E, (2.13)

onde
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S = E x H)

c
e
denomina-se o Vetor de Poynting.

Segundo Nussenzveig (1997), integrando a equacdo 2.13 sobre um volume V' encerrado

por uma superficie X:

—2/ud3x:/(J-E)d3x+/(V-S)d3x (2.14)
at |4 Vv 14

obtemos o significado fisico para V - S, onde, pela conservacido da energia e o teorema da

divergéncia, representa o fluxo de energia eletromagnética para fora de V' por unidade de volume.

Portanto, a equacdo 2.13 nos diz que: a taxa de variacdo da densidade de energia
eletromagnética dentro de um volume V' € igual ao trabalho realizado pelos campos E e B mais

a taxa de energia que flui através da superficie ..

2.2 TEOREMA DE POYNTING PARA CAMPOS HARMONICOS

Para Jackson (1975) € bastante qtil ter uma defini¢do geral, com base nos conceitos de
campo E e B, de pardmetros de circuito tais como resisténcia e reatdncia . Mostraremos nesta
secdo que esta definicdo é consequéncia do Teorema de Poynting aplicado a campos varidveis
hamornicamente com o tempo. Para isto considera-se que os campos tenham uma dependéncia

temporal do tipo e ¢, tal como

E(x,t) = E(x)e !, (2.15)

em geral o campo elétrico é representado por uma grandeza complexa, E(x), mas uma grandeza
complexa ndo € mensurdvel. Portanto, vamos considerar apenas a componente real, ou seja, a
parte mensurdvel do campo elétrico, e para isto faremos uso da seguinte propriedade dos nlimeros
complexos: A componente real de um niimero complexo é dada pela metade da soma do niimero

com seu proprio conjugado,

a= %(z—l—z*), (2.16)

onde z = a + ib e z* = a — ib. Com base nesta propriedade, podemos entdo escrever a

componente real E(x, t) como
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E(x,t) = %[E(x)e‘i‘”t + E*(x)e*]. (2.17)

Efetuando o produto escalar em ambos os lados da equagdo 2.17 pela componente real da
densidade de corrente, J(x, t), obtemos a componente real do produto J(x,t) - E(x,t), que é
metade da parte real do produto de uma grandeza complexa pelo complexo conjugado da outra

grandeza complexa:

Jx,t)-E(x,t) = —[Bx)e ™ +E*(x)e™]- [J(x)e ™ + J*(x)e™]

1
4
_ %Re[J*(x) CE(x) + J(x) - E(x)e 24, (2.18)

Por outro lado, as equagcdes de Maxwell para campos varidveis harmonicamente com o

tempo tém a seguinte forma

V.-B = 0 (2.19)
V-D = drp, (2.20)
VxE-YB = 0 2.21)
C
i 4
VxH+Yp = Iy (2.22)
C C

onde todas as grandezas sdo fun¢des complexas de x. Pode-se entdo calcular a taxa temporal do

trabalho realizado pelos campos integrando a equacdo 2.18:

/ Jx,t)-E(x,t)d*z = %/ Re[J*(x) - E(x) + J(x) - E*(x)e” 2" d*z
v v
1

= §/VRe [J*(x) - E(x)] d°x

+% /V Re [J(x) - E(x)e ] d*x. (2.23)
Como estamos considerando campos varidveis no tempo, € interessante tomarmos a média
temporal da equagdo acima, pois o termo do lado esquerdo representa a poténcia dissipada pelo
volume V. Esta poténcia também varia no tempo e portanto € suficiente considerarmos o valor
médio. A parte real do termo e~2*! é cos(2wt), entdo tomando a média temporal da equagio
2.23 o segundo termo do lado direito serd nulo. O primeiro termo assim como a equagao 2.6,
representa a taxa média do trabalho realizado pelos campos elétrico e magnético no volume
V, (FARIAS, 2006). Substituindo J*(x), que pode ser obtida a partir da equagdo de Ampere-
Maxwell, 2.22, aplicando a identidade vetorial 2.9 e a lei de Faraday dada pela equacdo 2.21 no

primeiro termo do lado direito da equagdo 2.23, obtemos
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%/V*(X%E(X)d?’w = é V{E(x) [V x HY(x)] — %E(X)-D*(x)}d% (2.24)
%/‘Q*'E)d% = —/V(V-S)d%—;—i V(E-D*—B-H*)d3x. (2.25)

Definindo, respectivamente, o vetor de Poynting, as densidades de energias eletrostética

€ magnética como

C *
S = S_W(EXH)’ (2.26)
Uel = L(]-3]:)*)7 (227)
167
e
Ung = ——(B.H). (2.28)
167

A equacdo 2.25 pode ser reescrita como sendo:

E / (J*-E)d*x + 2iw / (tel — Umg)dw + / (V-S)d’z =0 (2.29)
2 \%4 \% \%4

ou, pelo teorema da divergéncia

1
- / (J*-E)d*z + 2iw / (Uel — Umg)d°x + 7{ (S-n)d*xr =0, (2.30)
2 \%4 \% ¥

onde n € normal a superficie X.

As equacgdes 2.29 e 2.30 sdo andlogas a equacgdo 2.14, no entanto tratam de equacoes
para campos varidveis harmonicamente com o tempo. A equacgdo 2.30 é complexa e segundo
Jackson (1975), a parte real representa a energia dissipada e a parte imagindria estd relacionada
a energia armazenada e seus fluxos alternantes. Quando a integral de volume que envolve as
densidades de energia eletrostatica e magnética € real, como € o caso dos dielétrico sem perdas
(isolantes onde a ¢ — 0) e condutores perfeitos (bons condutores onde o — c0), a parte real do

segundo termo da equacdo 2.30 € zero, e entdo
1
- / Re(J* -E)d’r = — f{ Re(S - n)d’z. (2.31)
2 Jy by

O taxa temporal do trabalho realizado pelos campos elétrico e magnético sobre o volume V' é

igual ao fluxo negativo destes através da superficie ..
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2.3 DEFINICAO DE RESISTENCIA, REATANCIA E IMPEDANCIA

Ainda de acordo com Jackson (1975), pode-se usar o teorema complexo de Poynting para
definir a impedancia de entrada de um sistema eletromagnético real, bipolar, linear e passivo.
Imaginemos que o sistema esteja dentro de um volume V', limitado por uma superficie > e
alimentado por uma fonte externa que forneca uma diferenga de potencial V; e corrente /;, ambas

harmonicas, como mostra a figura 7.

Figura 7 — Ilustrag@o de um sistema passivo dentro de um volume V" envolto por uma superficie

-
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Fonte: adaptada do livro do Jackson (1975)

A poténcia média fornecida pela tensdo V; e a corrente [; é

1
P = 5[:%. (2.32)

Supondo que toda poténcia de entrada seja fornecida ao sistema através da superficie J;, entdao

1
—I'V;=— 7{ S - md*x (2.33)
2 s,

onde n; é um vetor normal a superficie >;. Segundo Fano, Chu e Adler (1963), o termo do
lado esquerdo da equacdo 2.33 representa a poténcia média fornecida pela fonte externa. Esta
poténcia € uma grandeza complexa, onde a parte real representa a poténcia média ativa e a parte
imagindria a poténcia média reativa fornecida pela fonte externa ao sistema. Frequentemente, em
teoria de circuito, a poténcia média € definida como sendo %VI * a0 invés de %I *V/, no entanto,
deve ser notado que nao h4 difenca alguma nas duas defini¢cdes com relacdo a parte real, nos
dois casos sdo iguais! Com relagdo a parte imagindria, a parte reativa difere-se apenas de um

sinal negativo ou positivo dependo da defini¢do considerada.

Pela conservagdo da energia, toda poténcia irradiada para dentro do volume V' deve ser

consumida pelo sistema, portanto pela equacao 2.30,
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1 1
IV = - / (J*-E)d®z + 2iw/
2 v

(et — Umg)d>x + ?{ (S-n)d*r. (2.34)
2 %

n-%
O termo do lado direito representa a poténcia consumida pelo sistema, onde a parte real esti
relacionada a energia mecénica e térmica e a parte imagindria a energia armazenada e irradiada
para fora da superficie > — X;, onde supomos ¥; < > de modo que a poténcia irradiada para

fora de V' através da superficie YJ; possa ser desprezivel.

Segundo Fano, Chu e Adler (1963), o termo do lado esquerdo da equagdo 2.34 pode ser

escrito em termos da impedancia de entrada do sistema, pois

Vi
7 = T (2.35)
quando multiplicada em ambos os lados por I} /2 resulta,
v,  Z|LJ?
5 = % (2.36)

Substituindo a equagao 2.36 na equacao 2.34 e comparando com a defini¢do de impedan-

cia Z = R — iy, obtemos

R|L* = Re/(J*-E)d3x+4wIm/(umg —uel)d3x+2Re]§ (S-n)d*r (2.37)
v v 2

-5

X|LPP = 4wRe/ (Umg — Ue)d’x — Im/ (J*-E)d®r —2Im ¢ (S -n)d*z (2.38)

1% v o5,
A equacdo 2.37 nos fornece toda a poténcia média dissipada no volume V', enquanto a
equacdo 2.38 da a poténcia média reativa no volume V. O termo R corresponde a resisténcia do

sistema, e y a reatancia.

Segundo Jackson (1975), a integral que da o fluxo do vetor de Poynting através da
superficie > — 3J; é considerdvel apenas quando os campos possuem altas frequéncia. Portanto,
podemos negligenciar o terceiro termo do lado direito nas duas equagdo acima, pois estamos
considerando campos em baixas frequéncias. Uma outra observacdo deve ser feita no segundo
termo do lado direito da expressao 2.37, pois supomos anteriormente que o meio considerado
¢ linear, e neste caso, as densidade de energia elétrica e magnética sdo reais, isto &, a parte
imagindria da integral que envolve as densidades de energia €é nula. Assim, podemos escrever a

resisténcia e reatancia do sistema como sendo,
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1
R = -Re / (J*-E)d*z (2.39)
|1i] v
1
X = - [4wRe / (Umg — Ue)d’z — Im / (J*-E)df"x] : (2.40)
| 1] % %

Note que a corrente representa apenas uma fator de escala nas expressdes de resisténcia e

reatancia. Usando a lei de Ohm generalizada, pode-se explicitar a condutividade do sistema pois

Jr = (? -E)*, onde ‘o" é denominado tensor condutividade. Para sistemas onde a condutividade

€ puramente real, o segundo termo da expressdo de reatancia serd nulo e assim as equagdes 2.39

e 2.40 podem ser aproximadas:

1
R =~ —2/0|E|2d3m (2.41)
1L1* Jv
1 3
X ~ W V(umg—uel)d T. (2.42)

Onde R representa as perdas térmicas do sistema e y a energia armazenada na forma de campos.
Se g € maior que u,, conforme num indutor, a reatincia € positiva e neste caso temos um
sistema reativo indutivo. Quando u. € maior que uye, conforme um capacitor, a reatancia €
negativa e o sistema € dito reativo capacitivo, (JACKSON, 1975). Convém aqui fazermos uma
observacgdo interessante, note que mesmo a condutividade sendo puramente real, o termo reativo,
equagdo 2.42, é diferente de zero se a energias armazenadas forem diferentes. Entdo, se a
condutividade for puramente real ou puramente imagindria ndo podemos afirmar que havera ou
ndo reatancia nula. Da teoria de circuitos, sabe-se que se reatancia ndo € nula , o sistema no qual
estd sendo submetido a diferenca de potencial V; e corrente /; provocard uma diferenca de fase
entre a corrente e o potencial aplicado. Por outro lado, se a reatincia € nula, nao havera diferenca
de fase e o sistema € dito puramente resistivo. Portanto, o que dir4 se a reatancia € nula ou nio,

serd a geometria do sistema e ndo o fato de a condutividade ser real ou imagindria.

Sabe-se que todo plasma € condutor elétrico e por isso podemos, por meio de algumas
aproximacdes, tratd-lo como sendo o sistema de impedancia Z representado na figura 7 cuja
resisténcia e reatancia sdo dadas pelas equacdes 2.39 e 2.40. Note que tanto a equagdo 2.39
quanto a 2.40 possuem o termo (J* - E) que, segundo a lei de Ohm pode ser escrito em termos
<F>*

do tensor condutividade, pois J* = - E*. Sendo assim, torna-se extremamente importante o

conhecimento prévio do tensor condutividade do plasma.

No capitulo a seguir propomos uma breve discussio acerca da condutividade de plasmas
e propomos um método para obtencdo do tensor condutividade para plasmas anisotropicos, ou

mais especificamente, plasmas magnetizados .

' Plasmas magnetizados sdo plasmas anisotrépicos, indicando que as propriedades do plasma na dire¢io do

campo magnético sio diferentes da direcao perpendicular a ele
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3 CONDUTIVIDADE DE PLASMAS

Como visto no capitulo anterior, para determinarmos as expressoes para resisténcia e
reatancia de plasma e consequentemente a impedancia, torna-se essencial conhecermos seu
tensor condutividade, pois tanto a resisténcia quando reatancia dependem desse tensor. Neste
capitulo, nos dedicaremos exclusivamente a esta tarefa. Na primeira secdo, apresentaremos
de acordo com a literatura, uma breve discussao sobre o tensor condutividade de plasmas
isotrépicos e anisotropicos quando estes sdo submetidos a um campo elétrico constante. Na
segunda secdo, trataremos de discutir o caso de plasmas anisotropicos sujeitos a campos elétricos
harmonicamentes varidveis com o tempo e por fim, na terceira se¢io, apresentamos um método
adicional e bastante geral para determinacao do tensor condutividade de plasma anisotrpicos

ultilizando a notacdo de Einstein e o simbolo de Levi-Civita.

De acordo com a literatura, plasmas sdo descritos comumente pelo modelo “dois fluidos”,
isto € o plasma € tratado como sendo constituido de dois fluidos magnetohidrodindmico, um
associado aos elétrons e outro aos ions. Estes fluidos respodem fortemente a campos elétricos e
magnéticos e a resposta macroscopica do plasma aos campos elétrico e magnético aplicados é
determinada basicamente por meio da sua condutividade, que pode ser obtida a partir da equagdo
de movimento das particulas, dada pela equacao de Lorentz, pois esta relaciona os campos a
dindmica da particulas que constituem o plasma. De modo geral, a equacdo do movimento com

o termo de Lorentz é

d 1
nama_voz = (u (E + EVOc X B) s (31)

dt
nesta equacio 7) € a densidade de particulas por unidade de volume, m € a massa e V representa
a velocidade. O subescrito « representa o tipo de particula considerada na equagdo, que pode ser

elétrons ou ions. Para o caso dos elétrons,

d 1
NeMe— Ve = Qe (E + -V, X B) ) (3.2)
dt c
Se considerarmos o efeito da forca de atrito (F,; ) devido as colisdes entre os elétrons e

as particulas neutras presentes no plasma, a nova forca resultante pode ser reescrita como

d 1
77emeaVe = (e (E + -V, X B) — Mele(Ve — Vo). (3.3)
c
onde v, € a frequéncia efetiva de colisao dos elétrons e V,,, a velocidade dos alvos (particulas

neutras). Segundo Bittencourt (2004) o termo F, pode ser representado fenomenologicamente
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pelo produto da frequéncia efetiva de colisdo dos elétrons pelo valor médio da velocidade relativa
entre elétrons e as particulas neutras. Uma equacdo anédloga a equagdo 3.3 pode ser obtida para

os ions.

Sabe-se que a massa dos elétrons é muito menor que a massa das particulas neutras,
portanto podemos negligenciar a velocidade das particulas neutras '. Reescrevendo a equacio

3.3, temos

d 1
NeMe— Ve = Qe (E + =V, X B> — Mel Ve. (3.4)
dt c
Segundo Bittencourt (2004) o significado fisico do termo F', pode ser visto da seguinte maneira:

Na auséncia de campo elétrico e magnético, temos

d
nemeave = _meVCVe (35)
cujas solucdo geral é
Ve(t) = Voee Vel (3.6)

isto €, as colisdes entre os elétrons e as particulas neutras faz com que a velocidade dos elétrons

decaia exponencialmente a uma taxa definida pela frequéncia de colisdo.

3.1 CONDUTIVIDADE DC

De acordo com Bittencourt (2004), vamos agora a partir da equagao de movimento (3.4)
determinar uma expressao para condutividade DC (corrente continua) de uma plasma, para tanto,

consideraremos o campos elétrico aplicado como sendo constante e uniforme.

3.1.1 Plasma isotrépico

Na auséncia de um campo magnético, a equagao do movimento tem a seguinte forma,

d
nemeave - QeE — Mele Ve. (3.7)

Se consideramos o estado estaciondrio do plasma (V, = constante), no qual a for¢a devido ao
campo elétrico aplicado € balanceada pela forca devido as colisdes entre elétrons e particulas

neutras, teremos
1

Negligenciar a velocidade das particulas neutras ndo significa que as particulas neutras nio se movem no plasma,
mas que a velocidade das particulas individualmente é completamente aleatéria de modo que o valor médio da
velocidade € nulo
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¢.E — mev. V., = 0. (3.8)

Sabe-se que o movimento dos elétrons gera uma densidade de corrente dada por

J= Qenevea (39)

que quando combinada com a equacao 3.8 e comparada com a lei de Ohm, resulta

J =0yE, (3.10)
onde o é dado por
2
oo = Jelle (3.11)
Mele

oy € a condutividade DC e da a resposta do plasma ao campo elétrico constante e uniforme. Note
que ela é puramente real e isotrdpica, mas ndo significa a priori, que hé diferenca de fase entre a
densidade de corrente e campo elétrico aplicado.

3.1.2 Plasma anisotrépico

Sabe-se que na presenca de um campo magnético o plasma torna-se espacialmente

anisotrépico, assim a equacao 3.4 no estado estaciondrio é dada por

1
Qe (E + -V, X B0> — mele Ve = 0, (3.12)
c

onde B( ¢ um campo magnético constante e uniforme. Combinando a equagdo 3.9 com 3.12,

obtemos

1
J = (oJs) <E + —Ve X B0> , (313)
C

onde o € dada pela equagdo 3.11. Um resultado importante pode ser obtido quando negligencia-
mos a frequéncia de colisdes entre as particulas. Note que se v, — 0 (modelo MHD ideal) temos

que oy — oo e pela equagdo 3.13 devemos ter
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1
E+ -V, xBg=0. (3.14)
c

Tomando o produto vetorial com By pela direita em ambos os lados da equag@o acima, obtemos

1
EXBO = ——(VBXB())XBO

C
1
E x BO = EVeJ_‘BOP
C

o = Ex B 1
VJ_ \B()]Z( X 0) (3 5)

A equacdo acima, segundo Bittencourt (2004) nos diz que quando a frequéncia de colisdo
dos elétrons € negligencidvel, os elétrons possuem um “velocidade de deriva” perpendicular tanto
ao campo elétrico quando ao campo magnético. Deve-se notar que este resultado € independente
da massa e carga das particulas, e 0 mesmo resultado pode ser obtido para o movimento dos
ions, bastando para isso considerar a equa¢do de movimento aplicada ao ions. Portanto, quando
desprezamos as colisdes, tanto os elétrons quando os fons se movem juntos a uma velocidade de
deriva dada pela equagdo 3.15, e neste caso nao hé densidade de corrente (J = 0). Quando a
frequéncia de colisdo ndo é desprezivel, temos uma densidade de corrente denominada “Hall

current” dada por

J= Qene<VeJ_ — Vl’onJ.); (316)

pois sabe-se que o0 ions possuem massa muito maior os elétrons, assim nas colisdes os ions
tém seus movimentos retardados em relacdo ao movimento dos elétrons, que possuem maior
mobilidade. Como g. = —e, onde e € a carga elementar do elétrons, e V., > Vi, 1, a densidade
de corrente dada pela equagdo 3.16 serd negativa, e consequentemente apontard no sentido oposto
de (E x By).

Segundo a lei de Ohm generalizada, a densidade de corrente é

J="7E, (3.17)

onde o € denominado tensor condutividade e € representado por uma matriz 3 X 3. Para uma
breve andlise acerca da expressao 3.13, consideremos o campo magnético diferente de zero

apenas na direcdo do eixo z, isto €, By = Bok. Da equacgdo 3.13, temos
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1 ~
J = 0'0E + —O'(]Bo(Ve X ]{J)
C

J = oE+ - (Ve X k)
C  (elle
1oyB
J = oE+ =207 x k)
C (eTle
que na forma matricial é dada por
J, , i gk
1UOBO
Jy | =00 | E, +Eqn Jo Sy S|,
J. . Tlo oo o1
e de onde obtemos
Jz - O—OEx‘i_%Jya
I/C
y = UoEy—C%Jx,
C
Jz = 00E27
onde
C]eBO
Wee =
cMme

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
(3.22)

(3.23)

A equagdo 3.23 € denominada “frequéncia ciclotronica” associada ao movimento dos elétrons

em torno das linhas de campo magnético. Combinando as equagdes 3.20 e 3.21 para eliminarmos

Jy, na primeira e .J, na segunda, obtemos

Vcwce V
J = Ez < E )
VT ) O T )
Jz — JOEz7

que quando escritas na forma de produto matricial, resulta

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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Ja: g oHy 0 EI
J, | =1 —og oL 0 E, |, (3.27)
Jz 0 0 a| Ez
com
2
ol = —2 g (3.28)

(V2 + wg)

Velee
og = mgo (329)

2
_ qene
mCVC

o = 09 (3.30)
Comparando a expressao acima com a lei de Ohm generalizada, dada pela equagdo 3.17, obtemos

o tensor condutividade DC para plasma anisotrépico:

g oH 0
T =| -0y oL O (3.31)
0 O UH

Para Bittencourt (2004), o, dd a condutividade elétrica DC do plasma na direcdo da
componente normal do campo elétrico ao campo magnético, enquando o dd a condutividade do
plasma na dire¢do simultaneamente normal aos campos elétrico e magnético, € o representa a
condutividade na dire¢@o simultaneamente paralela aos campos elétrico e magnético, ver figura 8.
Note que a condutividade ao longo da dire¢ao do campo magnético € a mesma que a do plasma

isotrépico.

A dependéncia de o e 0, em fungdo da razdo w./v. nos diz que se ela aumenta, oy
e 0, decaem rapidamente, sendo que o decaimento de o, mostra-se mais acentuado que o de
oy . Para valores grandes desta razdo as condutividade nas direcdes perpendiculares aos campos
elétrico e magnético tornam-se relativamente pequenas em comparagdao com a condutividade na
direcao simultaneamente paralela aos campos, isto €, para wee /1. muito grande, temos o e
aproximadamente nulas e portanto, a componente o || € predominante, como mostra a figura 9
2. Note que na auséncia de campo magnético, o tensor condutividade dado pela matriz 3.31 se

reduz a uma matriz diagonal cujo elementos sdo o, como esperado.

2 Todos os gréficos apresentados neste trabalho foram obtidos a partir de scripts escritos (anexo A) e interpretados

em Python 2.7
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Figura 8 — Ilustracdo das componentes paralela e normal (E| e E, ) do campo elétrico em relagao
ao campo magnético By, e as respectivas componentes do tensor condutividade

dl

Fonte: Autor

Figura 9 — Graficos mostrando a dependéncia de o

e oy em funcgdo da razdo wee /v,

9

g

Condutividade

Ox

0 1 2 3 4 5 6
wce/ VC

Fonte: Autor

3.2 CONDUTIVIDADE AC

Se agora considerarmos o campo elétrico aplicado ao plasma variando harmonicamente
com o tempo, E(r)e~ ¢, espera-se que a velocidade dos elétrons seja do tipo V. (r)e %, e neste

caso a equacdo de movimento serd dada por



Capitulo 3. CONDUTIVIDADE DE PLASMAS 38

1
—iwmeVe = qe (E + -V, X B0> — MeVe Ve, (3.32)
c

nesta equacao omitimos a dependéncia espacial (r) e supomos que velocidade dos alvos (particu-
las neutras com quem os elétrons colidem) sejam nulas. Podemos reescrever equacgdo 3.32 da

seguinte maneira

1
Mme(Ve — 1w) Ve = ¢e (E + -V, x B0> ) (3.33)
c

esta equacgdo € perfeitamente andloga a equacgdo 3.12, cuja tnica diferencga estd no termo —iw.
Se considerarmos o campo magnético como sendo By = Byk, obtemos a solugdo para 3.33 de

forma semelhante a obtida para 3.12. Portanto, o tensor condutividade AC do plasma sera

o oy 0

<F> = —0fg O 0 5 (334)
0 0 o
onde
)2
o = ez (3.35)

(Ve — 1w)? + w2,

(Ve — iw)wee
= 3.36
OH (Ve —iw)? + %26007 ( )

_ e (ve + i)
o = 00=—7 %5 v

me (V2 + w?)

(3.37)

observe que se considerarmos w = () nas equacdes acima, recaimos sobre o caso de condutividade
DC. Por outro lado, se fizermos v. = 0, a condutividade do plasma ndo € infinita como no caso

DC, e os elementos do tensor condutividade AC do plasma se reduzem a

o, = ——0y, (3.38)

2 _ 2
W Wee

oy = = g (3.39)

2 _ 2
w Wee
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2
_ i neQe
mew

o = 0o (3.40)
Por estas expressoes € facil ver que se w, = 0, isto €, na auséncia de campo magnético, a
condutividade AC do plasma torna-se isotropica, como esperado. Deve-se notar que no caso de
um campo elétrico continuo, obtivemos uma condutividade puramente real, € no caso de campo

elétrico alternado obtivemos um tensor condutividade com elemento imagindrios.

Até aqui, apresentamos algumas discusdes gerais acerca da condutividade DC e AC de
plasmas encontradas na literatura. Na se¢do a seguir, propomos um calculo ainda mais geral do
tensor condutividade AC de plasmas anisotrpicos. Diferente do que fizemos até aqui, o0 campo
magnético By serd tratado de maneira mais geral, ndo restrigiremos sua dire¢do e levaremos
em conta a contribui¢io gerada pelo campo magnético oriundo do campo elétrico aplicado, que
segundo a lei de Faraday, é dada pelo rotacional do campo elétrico. A constribui¢do iOnica

também serd explicitada no tensor.

3.3 CALCULO DO TENSOR CONDUTIVIDADE DE PLASMAS ANISO-
TROPICOS POR MEIO DA NOTACAO DE EINSTEIN E DO SIMBOLO
DE LEVI-CIVITA

Como dito anteriormente, estamos interessados na determinag¢io da resisténcia e re-
atancia de plasma através da aplicacdo do teorema de Poynting combinado com a teoria de
circuitos e eletrodindmica cldssica. Nesta secdo nos dedicaremos exclusivamente ao cdlculo
do tensor condutividade, e para tanto nos restringiremos ao caso de um plasma uniformemente
magnetizado que, apds o equilibrio € pertubado por meio de um campo elétrico varidvel har-
monicamente com o tempo. Consideraremos o modelo “dois fluidos” para descrever o plasma,
isto €, consideraremos o plasma sendo composto de dois fluidos, um associado aos fons e outro
aos elétrons. Em nosso tratamento o movimento dos fons serd importante apenas nas equagoes
perturbadas, as frequéncias de colisdes associadas aos movimentos dos ions e elétrons serdo,
a principio, negligenciadas nas equacdes de movimento. As grandezas denotadas com acento
til representardo grandezas perturbadas, grandezas com 0 subescrito representardo grandezas

associadas a condi¢ao de equilibrio.

A fim de obtermos o tensor condutividade para o plasma magnetizado sujeitos as restri-
coes descritas no pardgrafo anterior, faz-se necessario obtermos iniciamente o tensor dielétrico
do plasma, em seguida, usando as equagdes de Maxwell, determinaremos a expressao para o

tensor condutividade.

Se ap6s o equilibrio o plasma € perturbado por um campo elétrico do tipo E = E(r)e‘i“’t.
Entdo, é natural que as demais grandezas sofram pertubacdes e assim, as expressOes para

velocidade, densidade e campo magnético serdo dadas por:
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n o= mo+ir)e (3.41)
V = Vy+V(r)e i« (3.42)
B = Bj+B(r)e (3.43)

onde 79, V e B representam respectivamente a densidade de cargas, velocidade das particulas
e campo magnético na condi¢do de equilibrio. Lembrando que B, pode ser tratado como
sendo o campo magnético gerado pelo préprio plasma no caso de este estd conduzindo uma
corrente liquida, como no caso de plasma gerado por descarga DC, bem como um campo
magnético gerado externamente e aplicado ao plasma. Por questdes de simplicidade, a partir
daqui, omitiremos o termo que indica a dependéncia espacial e temporal, (r,¢), nas expressdes
em que hé varidveis perturbadas de primeira ordem. Por exemplo, onde 1€-se V, entende-se por

{/(r)e*i‘”t. Esta notacao estende-se as demais grandezas perturbadas.

Substituindo 1 e V na equagao de movimento, negligenciando os termos de ordem zero
e perturbados de segunda ordem. A equacdo de movimento das particulas devido a forca de

Lorentz aplicada a elétrons e fons serd dada respectivamente por:

dP 1
— = Flistrica + Fmagnética =dq (E + -V x B) ) (344)
dt c
obtemos,
o et (w1, = 1o
CiwngeV, = 1ot (E £ Ve x B+ -V, x B0> (3.45)
Me c c
para os elétrons e,
X7 ionYion i~ 1~
oo Vin = —end (E+—meBQ (3.46)
Mion &

para os ions. O termo V;,, X B foi tomado como sendo igual a zero, pois supomos que no

equilibrio o movimento € exclusivamente dos elétrons, ou seja, (Vpjon = 0).

Introduzindo o simbolo de Levi-Civita €, onde

+1 se(1,2,3),(3,1,2) ou(2,3,1)
ek =14 —1 se(3,2,1),(2,1,3)o0u(1,3,2) », (3.47)
0 sei=7,)=kouk=1
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e a notacdo de Einstein. A i-ésima componente de um produto vetorial pode ser expressa como
(A xB);, = eijkAj BF. Assim, a i-ésima componente dos vetores V e Vi, nas equagdes 3.45 e

3.46 podem ser escrita como:

1Wwme ~ ~ 1 . 1 ~.
4 V.): =E); + EeijkvgeB’f + Eeijkvng (3.48)
i fon ~ 7 - 1
— Vi) = B+ eV By (3.49)

De acordo com a lei de Ampere-Maxwell,

U~ 10~
vxB- 3. 195 (3.50)
c c Ot

onde J € a densidade total de corrente. Podemos representar a densidade total de corrente J
como sendo a soma das densidades de corrente eletronica e idnica, onde a densidade de corrente
eletronica é dada pela densidade de corrente de equilibrio mais o termo perturbado, e a densidade
de corrente i6nica corresponde apenas ao termo perturbado pois Vi, = 0. Assim a i-ésima

componente da equacao 3.50 serd dada por:

iw~

~ 41 ~ ~ A
(v X B)z - ? nOeCIeVe)i + nOionqmnVion)i] + ?UGQCVO) - _E) (351)

Substituindo as equacdes 3.48 e 3.49 na equacdo 3.51, a i-ésima componente da equagdo

de Ampere-Maxwell pode ser escrita como:

~ ATineeq? [~ 1 o~ 1 ~ .
(VxB); = ﬁ [E)i + Eeijkvo]eBk + EGijkVéng]
4mi fon : i~ 1
+ "ot ion |:E) eljkv;oan:|
WCMijon
4 iw ~
+ ?neQCVOe)i - ?E)z (3.52)

A partir da lei da induc¢do de Faraday, obtemos V x E = %]T% - B= VX E. Usando o
simbolo de Levi-Civita a k-ésima componente do rotacional correspondente a0 campo magnético

perturbado pode ser expressa por:

~ ~ o ~
B"= SVXE) = S epmmer E. (3.53)
iw iw 0xm
Usando a equacdo de Maxwell (lei de Gauss) para a divergéncia do campo elétrico

perturbado, V - E = 47p,, a representagdo para frequéncia de plasma wge = 47n0eq’/m. €
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wgfon = 47r77010an20n /Mion TESpectivamente para elétrons e fons e substituindo a equagdo 3.53 na

equacao 3.52, obtemos:

~ w? w2 1w ~ 1 wQ 0 ~
(VxB), = ([T +-22—1 lﬁE)i —5€ij WV ebmn _—_ pr
c cw? ™

w? w? 0T,
0

i ~ 1 N
+ wﬁjk (wf)e‘/e] + wplon‘één) Bg + EVOe)i%En' (354)

Podemos agora escrever as componentes x, y € z para (V X ]ﬂ3/)Z tomando: = 1,2, e 3,

respectivamente. Assim

~ w? w2 1w~ 1 UJ2 0 ~
\V4 B z = _pe plon —1)=E V] kmn Em
( X ) ( o2 + o2 ) ) C 2 —5 €1k _8xm
+ we2 €1k _'_wpmn fon 0 + c Oe)l 81:” ’ ( . )

~ Wi Wk iw ~ 1wy, 0 ~
VxB), = (£ P 1) =E | —
( )y ( + ) - )y + = c w2 5 €2jk oz,

1 0 =~
k n
+ W_EQJIC ( V] + wplon‘/;(])n> BO + EVOC)ya_an ) (356)

= w2€ w21’0n iw~ 1("}26 a o
(VxB), = ( =+ —1) —E). + - el o — B

w? w? 0T,

i - 1 9 ~
n ﬁegﬂc (wgevg Fwd VI ) B+ —Voo).—E". (3.57)

plOl’l on 8xn

Por outro lado, se introduzirmos matematicamente o tensor dielétrico partindo da equagdo

de Ampere-Maxwell, teremos

(VxB) = —J - lﬁf]
c c
~ 4 i ~
(VxB) = (-7”? . Ez) E, (3.58)
c c
onde ‘0" é o tensor condutividade e ¢ a matriz identidade. O tensor dielétrico é entdo definido por

4
T = (L}”H 4 z) (3.59)

e a equacdo 3.58 pode ser reescrita da seguinte forma:
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Usando a convengdo de Einstein para a i-ésima componente,

w =~

(V X ]§)Z = ——87;j Ej,
C

abrindo o somatdrio para j, obtemos

(V X ]A_D;)Z = —1%} (EHEW + giQEy -+ Eigﬁz) . (360)

Portanto, as componentes z, y, e z serdo dadas por:

(V X ﬁ)w = —l% (811@96 + EmEy + 513EZ> s (361)
(V X g)y = —l% (6215“ + EQQEy + 523E2> s (362)
(v X ﬁ)z = —i% (8315“ + EggEy + 533E2> . (363)

Comparando as equagdes 3.61, 3.62 e 3.63 com as obtidas anteriormente (3.55, 3.56 e

3.57), é possivel determinarmos as nove componentes do tensor dielétrico, Apéndice A. Assim,

€11 €12 €13
g
€ = | €1 €22 €23 |, (3.64)

€31 €32 £33

onde
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Whe Wi i[w) 0 0 0
. pe pion pe z x
€11 = (1_ w2 - w2 )_;|:w2 <‘/E)ea ‘/E)ea ) ‘/Oea :| (365)
2
i (e O 0 O 3.66
€12 w( 2%68x+%68y)’ (3.66)
. 2
i [ wpe 0 0
= —| 5 Veems + Voer 3.67
€13 w (wg Oeax + Oeaz) ) ( )
. 2
i [ Whe 0 0
= — (Vg + Vi 3.68
€21 w ( 2 Oeay + 0681’) 9 ( )
“pe  Wpion\ 1 [Whe (10 D 120 y 0
€2 = 1- w2 - w2 - ; w2 ‘/Oe% + ‘/Oeaz Vbea (3.69)
2
i e 0 0
= —(Pyz L 4 yv L 3.70
€23 w < 2 Oeay + Oeaz) ) ( )
. 2
i (W ., 0 .0
e = — <wp2 V()e@ + Vc)ea—x) ; (3.71)
. 2
i (W ,, 0 , 0
_ i 9 9 72
€32 w(wg%eaz+%e8y)a (3.72)
whe Wi i[w) 0 0 0
S (S W 1L N L VA v i B v 3.73
©3 ( w2 w? ) w [wQ < 0z Oeay) Oeaz] (3-73)
e
(wf)e‘zy + wplon‘/lgn) B (wf)e‘zz + wplon‘/1§n> Bg (374)
(BT + wBonVitn) BY = (W22 + Vi) B (3.75)
(BT + Vi) B = (WBTE + wBinVicn) B (3.76)

Combinando os resultados acima com a equagdo 3.58 obtemos, finalmente, o tensor

condutividade AC para um plasma anisotrépico que serd dado por,

Ciw (511 - 1) €12 €13
? = ? £921 (522 — 1) €93 y (377)
€31 €32 (533 - 1)

Este resultado € bastante geral, pois a tnica restricao que fizemos no cdlculo do tensor
dielétrico do plasma foi de que o valor médio da velocidade dos ions deve ser zero (Vion = 0)
quando o plasma estiver em equilibrio. Em primeira andlise, note que as componentes do tensor
dependem explicitamente apenas das componentes da velocidade dos elétrons, V., € ndo do
campo magnético. Sabe-se que as componentes da velocidade média das particulas que compde o

plasma dependem da temperatura de plasma e pressao, e portanto, embora nao esteja explicitada
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no tensor estd dependéncia, ela existe e pode ser que possa ser obtida por meio das componentes

da velocidade média da particulas na condi¢@o de equilibrio.

Uma observacgdo importante € o fato de ndo aparecer explicitamente nenhuma das com-
ponentes dos campos magnéticos B( na expressdo obtida para o tensor. Isto ndo significa a
priori que nao haja esta dependéncia, pois segundo Dendy (1990) o campo magnético altera
o movimento da particulas na direcdo perpendicular a ele, e portanto na direcdo do campo as
particulas mantém velocidade constante (se ndo houver campo elétrico nesta direcdo € claro!).
A aceleracdo provocada pelo campo magnético B na direcao perpendicular faz as particulas
oscilarem com velocidade constante em torno das linhas do campo Bj. A frequéncia desta

oscilagdo € denominada frequéncia ciclotronica e no caso dos elétrons, é definida por

Qe
CMe

By, (3.78)

Wee =

onde ¢. € carga e m. a massa do elétron. Sendo assim, mesmo o campo nao aparecendo
explicitamente na expressdo do tensor, pode ser que seja possivel explicitd-lo a partir das

componentes de V., pois no caso de ndo haver campo elétrico perpendicular a By, teriamos:

d
EVOH = — (wee X Vi) = constante. (3.79)

onde V. | € a velocidade dos elétrons perpendicular a direcdo do campo magnético By. Assim,
espera-se que haja uma corrente de deriva na dire¢cdo do campo magnético. Como esta tarefa
foge do escopo dessa dissertacao, visto que estamos interessados apenas no modelo de plasma

no qual assumiremos V. = 0, deixaremos esta tarefa para um outro momento.

Vamos agora fazer um breve andlise acerca do tensor condutividade de um plasma
magnetizado, como dito anteriormente, plasmas magnetizados sao plasmas anistrépicos e por-
tanto, espera-se que a condutividade na direcao do campo magnético seja diferente da direcao

perpendicular.

3.3.1 Uma breve analise do tensor condutividade

Considerando o tensor obtido nesta se¢@o, equacao 3.77, podemos, segundo a lei de Ohm,
determinar a densidade de corrente de um plasma, para isto, consideremos que o plasma esta

sujeito a um campo elétrico de perturbagdo orientado apenas na direcio do eixo z, isto €,

E = Ee '} (3.80)

onde E ¢ constante e k um vetor unitdrio apontando na dire¢do do eixo z, de modo que E
seja varidvel harmonicamente com o tempo e independente da posi¢do. Segundo a lei de Ohm

generalizada, teremos
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J=%"E. (3.81)

Nesta expressdo, J € a densidade de corrente e pode ser representada por uma matriz 3 x 1.
o -E representa o produto entre a matriz do tensor condutividade pela matriz do campo elétrico,
pois o campo elétrico pode ser representado por uma matriz 3 X 1 e Vol por uma matriz 3 X 3,

entao

. Ciw (511 - 1) €12 €13 0
Jy = E €921 (822 — 1) €923 . 0 s (382)
Jz €31 €392 (633 — 1) Ee‘i“’t
de onde obtemos
Jx . Elgﬁefiwt
I, | =22 epBet |, (3.83)
41 ~ .
J, (833 — 1)E€—1wt

substituindo €13, €23 € £33, temos

- i 2 a -
- ﬁvz Ve E —iwt
J w ( 2 Oeax + Oea )
: —iw i (w0 O\ = i
= — — | ZBVi=— v— T 3.84
jy 47 w (w2 Vbeay+V0e5Z> ke -89

w? w2 i [w? 0 0 0 ~ .
__pe _ pion 7 pe T y -\ _ye e vt
s ( w2 oW w [wQ (V(’eax+V°eay) VOC@Z]) ©

como consideramos F constante em relacio a posi¢do, entdo a derivada parcial de £ em relagdo

ax,y,e z ézero, logo, a matriz densidade de corrente serd dada por

Iy 0
1
L 0 3.85
wl=z| oo (3.85)
J. iw (25 + 2 ) Bt

€ portanto,

i w W ~ . ~ ~
gl (ﬁ N p_) Bty = J. — . Fet (3.86)
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onde

)
g, = X (ﬁ n p) . (3.87)

4\ w? w?

Substituindo wge por 47n.q2/m. € negligenciando a frequéncia de plasma associada ao fons

admitindo ser muito menor que frequéncia de plasma eletrdnica 3, obtemos

2
o i 7706 qe
meWw

2 (3.88)
Esta equacgdo € perfeitamente andloga a equagdo 3.40 e d4 a condutividade na direc@o paralela ao
campo elétrico de perturbacdo. Se levarmos em conta as componente y € x do campo elétrico

variando da mesma forma que a componete z, o resultado que obtemos é

w? w2
(F+de) o 0
_i w2 w2,
g 0 (2 +2¢) 0 (3.89)
w? w2
0 0 (% + 22)

Deve-se notar que chegariamos a este resultado independente da existéncia ou ndo de um
campo magnético constante, By. Como dito anteriomente, na presenca de um campo magnético
constante e uniforme, teriamos que no equilibrio, isto é, na auséncia de campo elétrico de
perturbacdo, as particulas no plasma seriam aceleradas na direcao perpendicular a By e assim,
deveriamos esperar que houvesse uma densidade de corrente nesta direcdo, no entanto, esta
nao aparece, pois mesmo que sejam explicitadas as componentes de V. em fungcdo do campo
magnético By nas componente do tensor condutividade, ela desaparece quando tomamos as
derivadas espaciais do campo elétrico. Por outro lado, poderiamos afirmar que esta isotropia
na condutividade ocorre porque desprezamos o termo de ordem zero (V. X B() na equagao
de movimento, mas quando este termo € levado em conta, o resultado obtido para o tensor
condutividade AC, equacgao 3.77, € exatamente o mesmo. Portanto, a equacdo 3.77 nos diz
que o tensor condutividade AC de plasmas anisotrépico depende principalmente das variagdes
espaciais e temporais do campo elétrico de perturbacdo e ndo tdo somente do campo magnético

externo.

Para justificar a isotropia encontrada na condutividade, podemos no entanto, afirmar que

esta ocorreu porque nao explicitamos nas equagdes 3.55, 3.56 € 3.57, a dependéncia de \N/ej e V!

fon

em funcdo do campo elétrico perturbado. Por este motivo, quando fizemos a comparagdo com

3 A massa dos fons é cerca de 10? vezes maior que a dos elétrons, assim Wpe > Wpion tOrNA-se uma aproximagao

razoavel
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as equacoes 3.61, 3.62 e 3.63, encontramos trés equagdes isoladas envolvendo Bye perdemos

assim, a dependéncia do tensor em relagdo ao campo magnético 5.

Poderiamos chegar a mesma equacdo 3.87, supondo diretamente que na auséncia de
campo elétrico de perturbacio, V. = 0, ou seja, a velocidade média dos elétrons na condigdo
de equilibrio € nula, o que nos levaria a Jy = ¢.19 Ve = 0. De acordo com a equacao 3.77 o

tensor condutividade seria neste caso, dado por:

. (811 — 1) 0 0
—iw
? = — 0 (522 — 1) 0 y (390)
4
0 0 (833 — 1)
w2 2
fazendo 17 = €99 = €33 = (1 -5 P‘;’"), temos
w2 w2
) 0 0
— 2
G- = 0 (% + 2¢) 0 (3.91)
w2 UJ2
0 0 (% + %)
e negligenciando a frequéncia do plasma do fons teremos,
w2
=0 o
o= 1o = o (3.92)
47 YT
0 0 %

)

w

Onde o tensor condutividade € um escalar. Este tensor condutividade é puramente imaginario
e isotropico, descrevendo assim a resposta do plasma a campos elétricos oscilante no tempo.
Este mesmo resultado pode ser encontrado a partir dos tensores condutividades AC obtidos por
Bittencourt (2004) e (DENDY, 1990), quando negliciados, respectivamente, a frequéncia de
colisdes e velocidade dos elétrons na auséncia de campo elétrico de perturbacdo. Se considerar-
i

mos novamente um campo elétrico de perturbacdo do tipo E = Ee ! orientado na dire¢do z,

aplicando a lei de Ohm, teremos

J, 0
1
_ 1 0 3.93
=g o0 (3.93)
7. iw (7‘5 n —;;2) Eeiwt

oquenoslevaaJ, = J,=0eJ, = jz = azﬁe_w, onde

w (Wi Wk
0, = — (—1’; + p—) . (3.94)
W

4 w?
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Este tensor € exatamente o mesmo que o dado pela equacio 3.87.

Inicialmente, propomos o cdlculo do tensor para plasmas anisotrépicos devido a presencga
de um campo magnético externo, e o resultado que obtivemos foi que a condutividade AC de

plasmas magnetizados € aparentemente isotropica, isto €, independe da direcao de By.

No capitulo a seguir propomos um breve estudo sobre a impedancia de plasmas sujeitos a
campos elétrico de perturbacdo unidirecional. Procuraremos definir a impedancia de plasma por
meio da expressdo obtida no capitulo 2 através do teorema de Poynting e do tensor condutividade

AC calculado nesta secdo e partircularizado para o caso V..
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4 IMPEDANCIA DE PLASMAS

Utilizando o tensor condutividade obtido no capitulo anterior, particularizado para o caso
em que V(. = 0 (equacdo 3.92), procuraremos agora determinar uma expressao para impedancia
a partir das expressdes de resisténcia e reatancia para um plasma anisotropico gerado por uma
fonte de rddio frequéncia (RF). Para tanto, consideremos um plasma gerador por uma fonte
de radio frequéncia que, apds o equilibrio € entdo perturbado através de um campo elétrico
E = Ee ! na direcdo k (k é um vetor unitério na direcdo do eixo z), aplicado por meio de
dois discos circulares de raio b, separados por uma distancia d entre si ao longo da direcao k.
O campo magnético uniforme By é gerado por um par de bobinas de Helmholtz e alinhado
de modo que seja paralelo ao campo elétrico de perturbagido (By || E) . Considere também
uma resisténcia externa (R..) limitando a corrente no circuito de perturbacdo. O sistema esta

ilustrado na figura 10:

Figura 10 — Ilustrag@o do circuito de perturbacdo do plasma

Gerador de

Bobina de Helmholtz sinal

chxl

Terra =

Fonte: Autor

Considerando as equagdes de resisténcia e reatincia obtidas na se¢do 2.2 e tomando J* =
(‘z" - E)*, temos:

1 ,
R = 2Re/(?-E)*-Ed5x (4.1)
| Li| v
1
X = P {4wRe/(umg —uel)d3x—lm/(<F>'E)*~Ed3x] . (4.2)
i 14 14

Note que a condutividade nao é real!

Para o célculo da resisténcia, teremos
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iwwk (Vi)
< * =\ 2 pe ext
o -E)f E=(0)E=——|(—] . 4.3
(7 B) B (PVIEE = - oo (1) @3)
Aqui V € a diferenca de potencial e d a distancia entre os dois discos. Como o resultado deste
produto é um niimero inteiramente imagindrio entende-se que a resisténcia de plasma neste caso

¢é zero,

R = 0, (4.4)

este resultado também foi obtido por Farias, Cavalcante e Borges (2006) e ja era esperado,
pois ao calcularmos o tensor ndo levamos em conta as colisdes entre as particulas. Embora a
resisténcia encontrada em nosso modelo seja zero, o valor encontrado experimentalmente pode

ndo ser!

Para o calculo da reatincia, teremos

4w 1 w w2 [V 2
= R o — Uy )d® Radined oy RSN WP & 45
=R (e v v4m2(d) g >

definindo I; = Vex/ Ryext, substituindo as expressoes para as densidades de energias w,,, € U

dadas pelas equagdes 2.28 e 2.27, e reorganizando os termos na equacao 4.5, obtemos

w Rrext 2 12 ‘/CXt ’
- = R B2 _ [ Lex
o ()R Ee- (5

o segundo termo na equagao 4.6 pode ser facilmente resolvido, trata-se simplesmente de uma

Rioxe Voo \ 2
By o [ Lirext Vexipe /dS' 4.6
“47r(vrm wd ) ), T @O

integral de volume. Por outro lado precisamos conhecer |]§| para resolvermos o primeiro termo.
Aplicando a lei de Ampere-Maxwell escrita em termos do tensor dielétrico (equagdo 3.63) e em

coordenadas cilindricas a fim de obtermos B, temos

w =~

(VxB), = —— sk 4.7)
110, ~ 0 ~ iw  ~
; |\5< Bg) — %Br:| = —?833E (48)

note que neste caso resta apenas a componente na dire¢do k£ do rotacional de B, pois supomos

haver campo elétrico perturbado apenas na direcao k. Admitindo Er independente de 6, teremos

1[d, ~ iw o~
;[5(7"39)} = —%SggE (49)
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cuja solugdo para wpion <K Wpe, serd dada por

-~ i WA\ Vi -
B=B— -2 ( - ﬁ) Xt g, 4.10)
onde 4 é um vetor unitdrio na direcdo 6. Logo,

2 2\ 2 2
o2 w wpe Vext 2

Substituindo 4.11 na equacao 4.6 e resolvendo as duas integrais de volume, obtemos a

expressao para a reatancia como sendo,

: (4.12)

1 (Ve ) RL,
X B 477 V;ext Xc

w2b2 . wge 2 , Wge
8c? w2 -t w?
d

onde x. = - € areatincia capacitiva dos eletrodos imersos, quando estes estdo no vacuo, Vey a

diferenca de potencial sobre os dois discos imersos no plasma (imposta pelo gerador de sinal) e
Viext @ queda de potencial sobre o resistor externo. Podemos reescrever a equagdo acima numa

. . 1 w
forma mais simplificada tomando — = —=:

w .

_L (Ve )T R RSV @1\ e 4.13)
YT m Ve ke |82 e e )| '
Escrevendo y. em em funcdo de &, temos
ORI ’ 4.14)

T WA WA Ewperh?’

entao,

L (Ve ) o Gpert? [wpeE0 (€2 1N (€ 1 “.15)
YT\ T [Tse e e ) T
Da teoria de circuito, temos que a corrente elétrica no circuito de perturbacdo deve ser a

mesma em qualquer ponto, logo

Vo \ o V& o
V;ext rext VQ )

ext

R? + 2
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pois, como vimos, a resisténcia de plasma € nula (R = 0). Substituindo o resultado acima na

equacao 4.15 obtemos

h(€)x* — 4mx =0, (4.16)
onde
Ewpemh? | WL (€2 — 1 2 21
h(§) = — . 4.17
Assim, para resisténcia de plasma igual a zero, obtemos duas solugdes para equacio 4.16,
sdo elas:
X' =0
e
4d 1
X' = . (4.18)

é&wpebQ wge€2b2 52 -1 2 - 52 -1
802 52 52
Dividiremos a andlise da impedancia total do circuito de perturbacdo em duas partes, na

primeira trataremos de determinar a impedancia total quando y = 0 e a segunda quando y = Y.

4.1 IMPEDANCIA TOTAL PARA REATANCIA NULA

Para a solugdo x’ = 0 teriamos a impedancia de plasma dada por Z, = 0, pois teo-
ricamente, encontramos 2 = 0, e neste caso, a impedancia total do circuito de perturbacao
serd Z = Ry, Ou seja, a solugdo x = x’ = 0 nos fornece a condi¢do para que o circuito de
perturbacao seja puramente resistivo. Neste caso, toda a poténcia média fornecida pelo gerador
de sinal € dissipada através de R, 0 plasma funciona como um condutor perfeito (¢ — o0) e

toda energia reativa armagenada na forma de campos € devolvida para a fonte.

Sabe-se que em circuitos com elementos resistivos e reativos, a queda de potencial sobre
estes depende da frequéncia de oscilagdo do potencial. Na equacdo 4.15, ndo explicitamos esta

depedéncia, no entanto, para obtermos y = 0, € suficiente tormarmos

w2652b2 52 -1 2 52 1 B
EE) ) e

para quaisquer valores de Vi € Ve diferente de zero. As solugdes para g(&) = 0 sdo:

B §wpe7rb2

9(§) .
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€2 =1 (4.20)

8c?

= 1. 4.21
P + (4.21)

52
Para uma breve andlise sobre a expressdo g(§), consideremos os seguintes valores:

Raio dos discos no circuito de perturbacio, b = 1.42cm;

Distancia de separacdo entre os discos, d = 0.5cm;

Velocidade da luz no vicuo, ¢ = 2.99 x 10*%cm/s;

Frequéncia de plasma, wy. ~ 10°Hz. Este valor pode ser teoricamente considerado, pois

de acordo com a literatura, frequéncias de plasmas gerados por excitacdo RF sdo da ordem

de algumas dezenas de Gigahertz, ver Rakhimova et al. (2006).

Na figura 11 mostramos uma visdo geral da curva ¢(§) para frequéncia de perturbagéo

superior a frequéncia de plasma.

Figura 11 — Curva g(€) para frequéncia de plasma da ordem de 10°Hz e b = 1.42cm

1.41e12

1.2}

1.0}

0.8}

0.6}

9(&)lem/ s

Fonte: Autor

. 2 © o~ . . .
Asraizesé =1e& = B +1 1/2 fornecem a condic¢ao para que circuito seja puramente
w2 b?

resistivo. Assim, para Y = 0 € necessario que a frequéncia do campo de perturbagdo seja no

minimo igual a frequéncia de plasma.
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Figura 12 — Curva g(¢) para frequéncia de plasma da ordem de 10°Hz e b = 1.42cm

glel3

1 L L L L L L L L
0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010

3

Fonte: Autor

De fato, estamos experimentalmente interessados no comportamento de y quando a
frequéncia de perturbacdo é no maximo uma ou duas unidades de Gigahertz, pois o circuito de
perturbacgdo € alimentado por meio de um gerador de sinal, rever figura 10, cuja frequéncia a ser
obtida pelos gerador de sinal disponvel em nosso laboratério, pode chegar no maximo a duas
unidades de Gigahertz. Portanto, em nosso modelo, s6 faz sentido estudarmos o comportamento
de x quando a frequéncia de perturbacio é muito menor que a frequéncia de plasma, ou seja, para
valores de ¢ da ordem de 10~% e 1073, Na figura 12 mostramos a curva g(¢) para estes valores,
onde a frequéncia de plasma é suposta aproximadamente 10°Hz e a frequéncia de perturbagio
varia de 100KHz a 1IMHz de dez em dez KHz.

Vamos agora reescrever a equacdo 4.15 em termos de g(§), entdo

1 (Ve )\’
_ —(—) R2.9(6)

X 47 \ Viext

x _ 9@

X2 4m
47 Viex
. = 99, (422)
rext ¥ ext

ou explicitando w e wp. em g(§), teremos

(4.23)

47r‘/rext o wrb® | Wb’ _ w_ge 2 — 1+ w_ge
RiexiVext B d 8¢?
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Chegamos a uma expressao na qual a diferenga de potencial sobre o resistor externo
bem como sobre os dois discos imersos no plasma podem ser facilmente medidas. Entao,
monitorando-se a razdo (Vie/Vex) em fungdo da frequéncia w no circuito de perturbacéo,
conhecendo-se os valores de d, b e R no circuito é provavel que possamos via ajuste de curva
determinar a frequéncia e densidade de plasma, wy., supondo € claro que a perturbac¢@o néo altere

as caracteristicas fundamentais do plasma.

Até aqui analisamos apenas uma das duas solugdes obtidas para y, vamos agora considerar

a solucao diferente de zero.

4.2 IMPEDANCIA TOTAL PARA REATANCIA NAO NULA

De acordo com solucdo 4.18, a impedancia de plasma serd dada por:

4d 1
=R—ix" = —i 4.24
]c2 £2 £2
onde § = w/wpe.
Portanto, a expressdo para impedancia total do circuito serd
Z = (Rrext + R) - 1(0 + XH) = Rrext - iX/la (4‘25)

pois a resisténcia de plasma € nula, e Ry € puramente resistivo. Assim, o circuito de pertur-
bacgdo € constituido de dois elementos: um elemento puramente resistivo, R, € um elemento
puramente reativo, x”, cuja a reatincia é dada pela equagao 4.18. Na figura 13 é mostrado o
desenho esquemadtico do circuito de perturbagcdo equivalente com representacdo em termos da

impedancia total, onde

. 4d 1
lfu}pebQ W§e€2b2 52 -1 2 52 -1
8c? (£2>_(€2>

A expressdo aqui obtida para Z total depende apenas do raio, da distancia entre os discos,

7 = Riex, — (4.26)

da frequéncia do campo elétrico de perturbacao e frequéncia de plasma. Experimentalmente,
podemos tratar o raio e a distancia entre os discos como constantes. Podemos supor também a
frequéncia de plasma como sendo constante, pois supomos que a pertubagao € tal que nio altera
a frequéncia de plasma. Para verificarmos o comportamento da parte reativa da equagao 4.25,

consideremos novamente os seguinte valores:
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Figura 13 — Impedancia total do circuito de perturbacdo em fun¢ao dos elementos R € X", € 0
circuito equivalente representado em termos de 2

O - 0 IE

Fonte: Autor

Raio dos discos no circuito de perturbacio, b = 1.42cm;

Distancia de separag@o entre os discos, d = 0.5cm;

Velocidade da luz no vicuo, ¢ = 2.99 x 10*%cm/s;

e Frequéncia de plasma, wye ~ 10°Hz.

Substituindo estes valores na parte reativa da equagdo 4.25, obtemos a curva apresentada na figura
14, mostrando que para frequéncia de perturbacio ligeiramente maior que a frequéncia de plasma
a reatancia € negativa, divergindo quando £ — co. Para valores de w ligeiramente menor que
Wpe temos uma reaténcia positiva e divergente para { —> 0. Assim, o plasma apresenta baixa
reatancia para campos elétricos oscilando em baixas frequéncias, bem como para frequéncias
maiores que wye. Note que X, também diverge quando de £ — 1, mostrando que para este valor
o plasma torna-se puramente resistivo, conforme haviamos visto ao analizar a funggo g(§). Um
resultado tedrico semelhante foi obtido por Brackwell, Walker e Amatucci (2005), no entanto a
perturbacgdo feita por eles consiste numa diferenca de potencial aplicada a uma sonda esférica e

nao a dois discos paralelos como no nosso caso.

O gerador de sinal que dispomos em nosso laboratério s6 pode chegar a frequéncias
da ordem de duas unidades de Mhz, assim para frequéncia de plasma da ordem de Ghz, £ é
aproximadamente zero. Pela figura 14 nota-se que para valores desta ordem ou menores a

reatancia de plasma € nula.

Como mencionado, em nosso modelo, ndo consideramos as colisdes entre as particulas
e assim encontramos uma resisténcia de plasma nula. A reatincia conforme a figura 14 é
praticamente nula para baixas frequéncias entdo, espera-se teoricamente que o plasma entre os
discos funcione como um 6timo condutor, isto €, 0 — oo. Muito embora, experimentalmente,

podemos esperar que o plasma apresente uma resisténcia elétrica diferente de zero.
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Figura 14 — Curva obtida para a parte reativa da equacgdo 4.25
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo realizamos uma revisao bibliogréfica acerca do modelo plasma circuito,
nas referéncias estudadas observamos técnicas diferentes para a obtenc¢do da impedancia de
plasma. No estudo apresentado descrevemos uma abordagem de forma diferenciada da que é
encontrada na literatura recente. As expressoes obtidas para resisténcia e reatancia de plasma
foram restritas a uma configuracao bdsica, onde o campo elétrico de perturbacdo possui uma
unica componente paralela ao campo magnético unidimensional imposto externamente. Tratamos
ainda o plasma como sendo frio, isto €, negligenciamos a frequéncia de plasma idnica supondo ser
muito pequena em relag@o a frequéncia de plasma eletronica. Admitimos ainda que a velocidade
dos elétrons na auséncia de campo elétrico perturbado fosse zero de modo que a corrente elétrica
liquida no circuito de perturbagdo fosse nula. Estas consideracdo fizeram com que o tensor
condutividade fosse dado por uma matriz diagonal com trés componentes iguais, eliminando
assim toda a dependéncia do tensor em relacdo ao campo magnético By, e consequentemente

facilitando a obten¢ao da expressdo para resisténcia, reatancia e impedancia.

Mesmo com todas as aproximagdes descritas acima o calculo do tensor condutividade
de plasmas anistropico a partir da notagcao de Einstein e do simbolo de Levi-Civita mostra-se
bastante geral, e aponta um camimho diferente dos existente na literatura para obtencao do
tensor condutividade de plasmas. Quando consideramos um plasma magnetizado no qual era
aplicado um campo elétrico harmonico e independente das coordenadas espaciais, vimos que a
condutividade do plasma torna-se independente de B e portanto, isotropica. Este resultado s6
foi obtido porque ndo explicitamos nas equagdes 3.55, 3.56 e 3.57, a dependéncia de 17ej e ‘71(])“
em func¢do do campo elétrico perturbado. Por este motivo, quando fizemos a comparagdo com
as equacodes 3.61, 3.62 e 3.63, encontramos trés equagdes isoladas envolvendo Eg e perdemos
assim, a dependéncia do tensor em relacdo ao campo magnético Bo. Quando negligenciamos a
frequéncia ciclotronica associada ao elétrons, a frequéncia de plasmas do ions e a frequéncia
ciclotronica, admitindo By = 0 nos tensores obtidos na literatura, mais especificamente, o obtido
no livro do Bittencourt (2004) e no livro do Dendy (1990), o resultado que obtemos para a
condutividade de um plasma anisotrépico € exatamente o0 mesmo que o obtido em nosso trabalho.
Mostrando assim, embora para um caso simples, total acordo entre a previsdo tedrica obtida pelo

tensor condutividade proposto em nosso trabalho com os obtidos na literatura.

Na expressao para impedancia obtivemos a resisténcia associada ao plasma como sendo
zero, pois ao calcularmos o tensor condutividade ndo consideramos os efeitos provocados pelas
colisdes das particulas que compde o plasma. Estas colisdes geram forcas dissipativas e devem
ser consideradas no cdlculo, por este motivo ja era esperado que o valor tedrico para resisténcia

fosse zero, muito embora em medidas experimentais esperamos que ela nao seja nula.

Quanto a expressao para reatdncia, numa breve andlise, chegamos a uma forma aparente-
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mente simples de se obter frequéncia e densidade de plasma a partir de parametros experimentais
facilmente mensuréveis, exigindo apenas o uso de equipamentos comuns em qualquer labora-
torio, tais como oscilocopio e gerador de sinal. Embora o método apresentado neste trabalho
para mapear grandezas associadas a um plasma seja indireto e invasivo assim como no caso da
sonda Langmuir, este é experimentalmente mais ficil de ser implementado e a teoria envolvida

na determinacio das grandezas associadas ao plasma € relativamente menor e mais simples.

Além de encontrarmos uma expressdo para determinac¢do da frequéncia de plasma, vimos
teoricamente, que o plasma apresenta uma reatancia significativa apenas quando a frequéncia
de perturbacgdo é relativamente alta e proxima a frequéncia de plasma. Mesmo este resultado
tedrico sendo vdlido apenas para a configuracdo proposta em nosso trabalho, a curva obtida
para reatincia ndo nula apresenta caracteristicas extremamente semelhantes e com a mesma
ordem de grandeza de outras obtidas na literatura, por exemplo, a obtida por Brackwell, Walker
e Amatucci (2005).

Portanto, o estudo realizado neste trabalho, de modo geral, mostrou-se bastante satisfatd-
rio e indica um longo caminho, mas promissor, a ser percorrido no sentido de se produzir plasma
por descarga elétrica com efici€ncia, pois envolve um amplo conhecimento acerca do comporta-
mento do plasma como elemento de um circuito elétrico, este comportamento € determinado
pelo seu tensor condutividade que por sua vez € mostra-se bastante complexo, dependendo do

modelo fisico e matematico adotado.
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PERSPECTIVAS FUTURAS

Verificar experimentalmente a validade do modelo proposto para determinagao de densi-
dade e frequéncia de plasma por meio de comparacao de medidas realizada com sonda

Langmuir;

Analisar, pelo menos teoricamente, a expressao para impedancia quando o campo elétrico

de perturbacdo € perpendicular ao campo magnético externo;

Utilizar o tensor descrito aqui para calcularmos a impedancia associada a um plasma
em termos dos parametros geométricos da descarga que o gera. Baseado na variacio da
impedancia em funcao destes parametros ajustd-los de forma que plasma seja criado num

processo de ressondncia com a fonte;

Para obtermos um modelo ainda mais completo, pretendemos futuramente acrescentar o
termo associado aos efeitos de colisdes das particulas, utilizando por exemplo o Modelo

de Drude, e assim obtermos valores diferentes de zero para a resisténcia;

Conclusdo da montagem do aparato experimental:

Figura 15 — Ilustracao do aparato experimental montado durante os meses de dissertacao

Cilindro de Gés (Argonio)

Gerador de sinal

Fonte RF

Casador de Impedancia

Bomba de Vicuo

Fonte: Autor
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APENDICE A - Cilculo das Componentes do Tensor Dielétrico

A.1 Componente z

De acordo com o simbolo de Levi Civita,

+1 se(1,2,3),(3,1,2)ou(2,3,1)
ek =4 —1 se(3,2,1),(2,1,3)o0u(1,3,2) ;. (A.1)
0 sei=3,7=kouk =1

Parat = 1 podemoster j =2ek =3 comeppy = 1,ouj =3ek =2comezy = —1. Para
os casos onde j e/ou k sdo iguais 1 temos que €, = 0 e estes casos ndo nos interessa, pois ao
abrirmos o somatoério ndo havera contribuicdo destes termos. Sendo assim a componente x do

rotacional de ]N3,

~ w2 w2 ~ 1w2 0 ~
(VxB), = ( be y Zpion _ 1) ZE), + - e Vi B
¢ w?

w? w? or,,
i ~ . 1 0 ~
+ Eeljk (wf)e‘/y + wplon‘/lgn) Bg + EVOC)$%EH7 (AZ)
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~ w2 wio ~ 1w, 0 =~
(V X B);v = (ﬁ + pon 1) le) + ——6123Vy 3mn_En
C (JJ

w? w? 0L,
2 i
lw 0
pe z 2mn n Y Y z
+ ——26132‘/066 E + _6123 < V + wp10n‘/10n) BO
cw o0x,

i
+ —5€i132 ( Vz + wplon‘/1§n> Bg
wce

1 0 ~
—Voe)o=—FE",
* c 0c)z “ 0z,
substituindo os valores de €123 = 1 € €130 = —1, obtemos
~ w2 w2, 1w ~ 0 ~
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Podemos agora abrir o somatério em m e n. Note que devemosterm =len =2, oum =2e

n = 1 para €™, logo

= Wi wh iw ~ 1W? 0 ~ o ~
V xB), = _pe P 1) IR N ey (312 2 py 321 Y pa
VB ( i ) o Be b Ve (g e Ay

lw 0 ~ i ~
pe 2 2
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m
i
y

- w2 < VZ + wplonv;gn> BO

1 0 ~
+ -V B

c Oe)””axn ’

substituindo os valores de €312 = 1 e €3?! = —1, teremos
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Para €™ devemos term = 3en = 1,oum = 1 e n = 3. Entdo,
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Reorganizando os termos na equacdo acima,

= w? w iw  1w? o O 1 97 ~
B, = [[5+-% 1) —-—5 W% v “Vi—| E"
VB = (T ) T (g ) + e
1wy, 0 0\ = lw o 1.0\ ~
VY -V EY ZIPeyEr 2y e L) RF
-+ (ng Oeax+ Oea) +(cw2 068$+C 0682)
L y y Z_L 172 Y7z Y

p1on ion

Comparando a expressao A.3 com a expressdo A.4,

(V X ﬁ)x = —1% (81151 + 812Ey + 813EZ> (A4)

obtemos as seguintes relagoes:

wi Wi i [w? ) %) 3,
_ pe pion pe P :p
511—< _W2_ WQ)_J|:W2 (‘/068 %ea) %ea:| (AS)
. 2
_ (e O 10 O
€12 = o (w2 Voec‘?x + ‘/Oeay> s (A6)
. 2
i (W . O o,
€13 = w (w2 %eax_+%e_8z> ) (A7)
(BT + w2nVin) B = (w20 + wBonVian) BL. (AS)

A.2 Componente y

Efetuando os mesmos procedimentos realizados para a componente = do rotacional de B,
sO que agora para a componente y do rotacional de B, podemos obter outras trés componentes

do tensor dielétrico. Partindo da equacao:

5 w2, W iw~ 1w, o ~
B — _pe pion- 1 =E —pe Vj kmn £
(V X )y (w2 + o2 c )y + - o2 Egjk —awm
i J J Bk 1V 9 En
-+ EE%k ( V —+ men‘/mn) 0 + E 0e)ya_xn y (A9)
Agora, parat = 2devemoster j =lek =3 comegys =—1,0ouj=3ek =1comez = —1.

Para os casos onde j e/ou k sdo iguais 2 temos que €3, = 0 € estes casos ndo nos interessa, pois
ao abrirmos o somatorio ndo haverd contribuicio destes termos. Sendo assim a componente y do

rotacional de B serd dada por
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VB, = () e, Lo
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Abrindo os termos dependente de m e n, obtemos
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e finalmente reorganizando os termos da equacgdo anterior e comparando com a equagao A.9
obtemos outras trés componentes do tensor dielétrico juntamente com outra relagdo entre as

componentes do campo magnético:

. 2
i (e 0y O
€91 — w (w2 %eay + Vbeax> (AlO)
w2 Wi i [wi, 0 0 1,0
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i o 0
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A.3 Componente z

Analogamente, se efetuarmos os mesmos procedimentos que os realizados para (V x B),,

e (V x ]§)y agora para a componente (V X ]§)z, obteremos
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ANEXO A - Python-Script para Obtenc¢ao dos Graficos

A.1  Script - Figura 9

#coding: utf-8

import console

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

console.clear ()

fig, ax = plt.subplots()

x = np.arange (0, 6, 0.01)

#

Cond = 1/ (1+ xx%2)

Condl = x/(1+ x*x%2)
plt.plot (x, Cond, x, Condl)
plt.ylim([0,1.5])

#

# legenda nos eixos

plt.xlabel (r"$\omega_{ce}/\nu_{c} $", fontsize=20)

plt.ylabel ( "Condutividade", fontsize=15)
#
# desenha reta em y = sigma

1 = plt.axhline(y=a, linewidth=0.5, color="r")

#

ax.spines[’'right’].set_visible (False)

ax.spines[’top’].set_visible(False)

ax.xaxis.set_ticks_position (’bottom’)

ax.yaxis.set_ticks_position(’left’)

ax.set_yticks([a])

ax.set_yticklabels ([r"S$\sigma_{\parallel}s"],
fontsize=20, color='red’)

#

plt.annotate (r"$ \sigma_{H}S$", xy=(3, .32),

fontsize=20, color='"green’ )

plt.annotate (r"$ \sigma_{\bot}s$", xy=(.7, .7),
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fontsize=20, color='blue’ )
#
plt.savefig (/' Conductivity.pdf’)
plt.show ()

A.2  Script - Figura 11

#coding: utf-8

import console

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

console.clear ()

#

#

eta = np.arange(0.01, 70, 0.001)
leg=1[]

b =1.42 # raio dos discos (eletrodos)
d = 0.5 # distancia entre os discos
cl = 2.9979x (10xx10) # Velocidade da luz
wp = 10%%9

M = (np.pixeta*wp*b*x*2)/d

F = ((wpxb*eta)«*2)/(8xclxx2)

G = ((etax*x2 — 1)/eta*x*x2 )*%*2

H = ((etax*x2 — 1)/etaxx2)

Gx1i = M (FxG — H)
plt.plot (eta, Gxi)

plt.xlabel (r"$ \xi $", fontsize=20)
plt.ylabel (r"$ g(\xi) [cm/s]$", fontsize=20)
texto = r"$g(\xi)s"

leg.append (texto)

plt.legend(leg, loc=1l, fontsize=20)

plt.annotate(r"$ \xi =1 $", xy=(1, 0),
xycoords='data’,
xytext=(60, 60), fontsize=18,
textcoords="offset points’,
ha="left", va="bottom",

arrowprops=dict (arrowstyle="->", linewidth=0.5,
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connectionstyle="arc3, rad=-0.1"),
)
plt.annotate (
r"$\xi= \left (\frac{8c”2}{\omega_{pe}"2 b 2}
+ 1 \right) *{\frac{1l}{2}}s",
xy=(59.71, 0), =xycoords=’"data’,
xytext=(-60, 60), fontsize=18,
textcoords="offset points’,
arrowprops=dict (arrowstyle="->",
linewidth=0.5,

connectionstyle="arc3, rad=-0.1"),

1 = plt.axhline(y=0, linewidth=0.5,
color='r’, linestyle=’'--")
1 = plt.axvline(x = 59.71, ymax=0.22,
linewidth=0.5, linestyle=’'--',
color= ’'"black’)
1 = plt.axvline(x = 1, ymax=0.22, linewidth=0.5,
linestyle=’"--', color= ’"black’)
plt.savefig('G(xi) .pdf’)
plt.show ()

A.3  Script - Figura 12

#coding: utf-8

import console

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import rc
console.clear ()

#

#

#

#

eta = np.arange(0.00015, 0.001, 0.000005)
leg=[]

b =1.42 # raio dos discos (eletrodos)

d = 0.5 # distancia entre os discos

cl = 2.9979x (10xx10) # Velocidade da luz
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wp = 10%%9

M = (np.pil*eta*wpxb*x2)/d

F = ((wpxbxeta) **2)/ (8xcl*x2)
G = ((etaxx2 — 1)/eta*x*x2 )*xx2
H = ((etax*x2 — 1)/etax*x2)

Gx1i = M (FxG — H)

plt.plot (eta, Gxi)

plt.xlabel (r"$ \xi $", fontsize=20)
plt.ylabel (r"$ g(\xi) [cm/s]$", fontsize=20)
texto = r"Sg(\xi)s"

leg.append (texto)

plt.legend(leg, loc=1, fontsize=20)
plt.savefig (' G(xi=0) .pdf")

plt.show ()

A4 Script - Figura 14
#coding: utf-8

import console

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from pylab import=

console.clear ()

#
#
#
#
#
eta = np.arange (0, 2, 0.01)
#
= 1.42 # raio dos discos (eletrodos)
d = 0.5 # distancia entre os discos
cl = 2.9979% (10xx10) # Velocidade da luz
leg = []
a =9

while a <=9:
wp = 10xxa
Xc = (4%d)/ (etarwprxbx*2)



ANEXO A. Python-Script para Obtengdo dos Grdficos

X @ M

(1/8) » ((wpxbretax*2)/ (clx*2))
(1 — 1/etax*x2 )x*2

-1 + 1/eta*%2

Xcx (1/ (FxG + H))

texto = ’$\omega_{pe} \simeq 10"{%d}HzS$’' %a

leg

plt.
plt.

plt
plt

plt.
plt.

.append (texto)

plot (eta, X,)

legend(leg, loc=1, fontsize=20)

a +1

plt.axvline(x=1, linewidth=0.5,
linestyle=’"--', color='black’)

plt.axhline(y=0, linewidth=0.5,
linestyle=’'--', color='black’)

.xlabel (' $ \omega/\omega_{pel}$’, fontsize=20)

.ylabel ('$ \chi_{p} [s/cm]$’, fontsize=20)

savefig (' ReactancedeplasmaRF .pdf’)

show ()
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