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RESUMO

Estudos recentes em sistemas magnéticos com baixa dimensionalidade têm despertado
muito interesse da comunidade cientı́fica na área da Fı́sica da Matéria Condensada, tanto do
ponto de vista teórico como experimental. Com a descoberta dos compostos supercondutores
de altas temperaturas, formados por planos de CuO2, o efeito de dopagem (concentração de
ı́ons de oxigênio com distribuição de probabilidade p) passa a ser investigado nas suas propri-
edades magnéticas. Em particular, esses compostos apresentam em comum um ordenamento
antiferromagnético para pequenas dopagens, e nestes, a temperatura de Néel é reduzida dras-
ticamente a zero quando uma concentração crı́tica pc é atingida. O modelo de Ising aleatoria-
mente decorado (ı́ons de oxigênio) com spin 1/2 e interações competitivas (ferromagnética e
antiferromagnética) é utilizado para descrever qualitativamente as propriedades dos compostos
supercondutores de altas temperaturas, considerando que estes apresentam uma caracterı́stica
em comum na formação de suas estruturas, que são os planos de óxido de cobre. O modelo
estudado nesta dissertação consiste de planos, nos quais os spins nodais (vértices de uma rede
quadrada) têm interações (J1 e J2) antiferromagnéticas com os spins primeiros (J1 < 0) e se-
gundos (J2 < 0) vizinhos (representando as interações na ligação entre os ı́ons de cobre Cu−Cu
no plano de CuO2) e com interação ferromagnética (JF > 0) com os spins decoradores (simu-
lando as interações Cu−O) distribuı́dos aleatoriamente quenched(temperado) sobre uma rede
bidimensional, e por fim, os spins nodais entre planos têm interação antiferromagnética fraca
(λJ1 < 0,λ = 10−5). Neste modelo, considera-se a ação de um campo magnético e a interação
efetiva Je f entre os spins nodais, determinada com a contribuição do spin decorador, através da
técnica de transformação decoração-iteração. Estudou-se a transição de fase do modelo através
da teoria de campo efetivo para um aglomerado com um spin, combinada com a técnica do
ope-rador diferencial. Em seguida, discutiu-se a concentração crı́tica pc na qual a tempera-
tura de Néel tende a zero para vários valores dos parâmetros de frustração do spin α1 e α2
(α1 = JF/J1, α2 = J2/J1) sob a influência do campo magnético H. Para alguns valores des-
tes, observamos um comportamento reentrante em baixas temperaturas. Também obtiveram-se
os diagramas de fase no plano (KBTN

J1
,H), e para alguns valores de H, nos planos (p, KBTN

J1
),

(KBTN
J1

,α1), (KBTN
J1

,α2) e (λ , KBTN
J1

). Finalmente, calculou-se a dependência da magnetização de
subrede em função da temperatura, auxiliando na determinação das magnetizações uniforme
(m) e remanescente (residual, ms), a fim de analisar a existência do fenômeno de frustração do
spin, e o comportamento reentrante nos diagramas de fase dos planos (KBTN

J1
,m) e (KBTN

J1
,ms)

sob o efeito do campo magnético.

Palavras-chave: Modelo de Ising; Interações Competitivas; Campo Efetivo; Operador Diferen-
cial; Transição de Fase; Campo Magnético



ABSTRACT

Recent studies of magnetic systems with low dimensionality have attracted much in-
terest from the scientific community in the area of Condensed Matter Physics, both from the
standpoint of theoretical and experimental. With the discovery of high temperature supercon-
ducting compounds, formed by the CuO2 planes, the effect of doping (concentration of oxygen
ions with probability distribution p) shall be investigated for their magnetic properties. In par-
ticular, these compounds have in common an antiferromagnetic ordering small doping, and in
these, the Néel temperature is drastically reduced to zero when a critical concentration pc is re-
ached. The Ising model randomly decorated (oxygen ions) with spin 1/2 and competitive inte-
ractions (ferromagnetic and antiferromagnetic) is used to qualitatively describe the properties of
high temperature superconducting compounds, considering they have a common characteristic
in shaping their structures, which are of copper oxide planes. The model studied in this disserta-
tion consists of plans, in which the nodal spins (vertices of a square lattice) have interactions ((J1
and J2) antiferromagnetics with the nearest neighbors spins (J1 < 0) and next nearest neighbors
(J2 < 0) (representing the interactions the connection between the copper ions Cu−Cu in the
plane of CuO2) and interact with ferromagnetic (JF > 0) with the spins decorated (simulating
interactions Cu−O) randomly distributed quenched on a two-dimensional lattice, and finally,
spins between nodal planes have weak antiferromagnetic interaction (λJ1 < 0,λ = 10−5). In
this model, we consider the action of a magnetic field and the effective interaction Je f between
the nodal spins, determined with the spin contribution of the decorator, using the technique of
decoration-iteration transformation. We studied the effective field theory for a cluster of a spin,
using the technique of differential operator to examine the phase transition of the model. Then
it was discussed the critical concentration pc in which the Néel temperature tends to zero for
several values of the parameters of the spin frustration α1 and (α1 = JF/J1, α2 = J2/J1) under
the influence of magnetic field H. For some of these values, we observe a reentrant behavior at
low temperatures. Also obtained the phase diagrams in the plane (KBTN

J1
,H), and for some H

values in planes (p, KBTN
J1

), (KBTN
J1

,α1), (KBTN
J1

,α2) e (λ , KBTN
J1

). Finally, we calculated the depen-
dence of the magnetization sublattice depending on the temperature, helping to determine the
uniform magnetization (m) and the remaining (residual, ms) in order to analyze the existence of
the phenomenon of spin frustration and reentrant behavior in the diagrams phase (KBTN

J1
,m) and

(KBTN
J1

,ms) under the effect of magnetic field.

Keywords: Ising Model, Competitive Interactions, Effective Field, Differential Operator, Phase
Transition, Magnetic Field
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baseadas na teoria de Weiss para S = 1
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Figura 1.4 Esquema de cristais antiferromagnéticos em uma rede bidimensional. . . . . . 20
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nal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Considerações iniciais

O interesse pelo magnetismo vem desde a descoberta da magnetita, que era uma pedra

que tinha a propriedade de atrair pedaços de ferro. As primeiras observações que se tem notı́cia,

é que o materia foi encontrado na vila de magnésia, na Asia menor, de onde se derivou o nome

magneto e suas variações. Petrus de Maricourt (Harman,2002) foi o primeiro experimentalista

que estudou os magnetos, de onde identificou a existência de polos, o qual foi dado o nome de

polo norte e sul.

Um estudo mais sistemático do magnetismo só veio no século XVII, a partir de estu-

dos realizados pelo cientista William Gilbert, onde o mesmo tinha interesse em desvendar certas

crenças da época, pois acreditava-se que os ı́mãs interagindo com outras materiais podiam ter

efeitos curativos no corpo humano (LEON,1988). Os estudos realizados nessa área despertaram

interesses da comunidade cientı́fica em geral, sendo dessa forma, responsáveis pelo enorme pro-

gresso alcançado no entendimento de fenômenos coletivos em Fı́sica da Matéria Condensada.

Assim sendo, estudar teoricamente modelos magnéticos, representa uma grande motivação não

somente pelo aspecto geral dos resultados, mas por causa destes estudos paralelos poderem

elucidar fenômenos experimentais não compreendidos microscopicamente, e evidenciar expe-

rimentalmente monopolos magnéticos (MORRIS, 2009).

O estudo do comportamento coletivo em magnetos pode ser realizado através da mo-

delagem dos sistemas reais encontrados na natureza. Para este fim, diversos modelos foram

propostos para descrever os sistemas magnéticos, e alcançaram enorme sucesso. Dentre estes

modelos, nos concentraremos naquele que é considerado o mais simples, capaz de descrever a

transição de fase que acontece no ferromagneto, denominado de modelo de Ising, o qual apre-

senta comportamento interessante. Devido a esta importante caracterı́stica, tem sido utilizado

como protótipo em diferentes áreas, tais como, mecânica estatı́stica, sistemas biológicos, eco-

nofı́sica etc. É uma ferramenta para a modelagem de um sistema fı́sico real, e tem sua validade

julgada pela extensão de sua aplicabilidade e concordância com as observações experimentais.
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O modelo foi proposto por Lenz ao seu aluno de doutorado Ernst Ising em 1925, inicialmente,

com o objetivo de estudar o ferromagnetismo de momentos localizados. Trata-se de um modelo

padrão da mecânica estatı́stica, porque em parte, foi um dos primeiros a aparecer, mas sobre-

tudo porque é um dos poucos modelos úteis, pois tem solução analı́tica exata, uma vez que para

sistemas de partı́culas interagentes, poucos são os modelos solúveis exatamente.

Esse modelo adicionado a termos de energia de interação, pode-se utilizá-lo para estu-

dar uma grande variedade de compostos magnéticos. Muitos destes compostos exibem diagra-

mas de fases interessantes e muitas vezes bastante complexos.

O efeito da dopagem em composto puro La2CuO4 mostrado na literatura é criar bura-

cos (O−) nos átomos de oxigênio situados entre os ı́ons adjacentes de cobre nos planos de CuO2.

Esse efeito gera interação de troca ferromagnética com os dois ı́ons de cobre mais próximo, que

competirá com o acoplamento antiferromagnético dando origem a frustração magnética (OLI-

VEIRA,1986). Também, tem-se o caso do modelo de Ising com interações competitivas1. de

primeiros (Jnn) e segundos (Jnnn) vizinhos, ambas interagindo antiferromagneticamente.

O fenômeno de frustração, advindo da interação de segundos vizinhos, corresponde

ao conflito de mais de um tipo de configurações microscópicas. O modelo de spin frustrado

bem como suas propriedades crı́ticas, dependem fortemente da dimensionalidade do sistema,

por exemplo, anisotropia de exchange, simetria do Hamiltoniano, frustração e spin. Os mate-

riais magnéticos frustrados são conhecidos como magnetos geometricamente frustrados2. Em

sistemas desse tipo, o fenômeno de frustração acontece devido ao efeito de competição, de

interações de troca equivalentes, e o caso mais simples, numa rede triangular (z = 6), exi-

bindo forte frustrações é o antiferromagneto. Também há ainda sistemas que a competição de

interações são equivalentes, mas sua configuração e grandeza podem ser ajustadas de tal forma

que as flutuações quânticas cause desordem de longo alcance, igualmente aos magnetos geo-

metricamente frustrados. Pode-se citar exemplos de sistemas que podem ser ajustados, mas

contudo, balanceados pela competição de interações, e mesmo assim preservar as flutuações

quânticas, que são os sistemas de spin-1
2 numa rede quadrada ferromagnética ou antiferro-

magnética, onde o efeito de competição em segundos vizinhos antiferromagnético induz forte

frustração no sistema ao longo das direções oblı́quas.

Para melhor entendimento da definição de frustração geométrica, a Fig.1.1 nos ajudará

nessa compreensão, observando redes de spin de Ising.

1No tratamento do modelo em estudo considera-se Jnn ≡ J1 e Jnnn ≡ J2
2Existe ainda outros sistemas geometricamente frustrados como, por exemplo, o antiferromagnético numa rede

kagomé e na rede triangular empilhada.
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Figura 1.1: Representação de frustração geométrica num sistema antiferromagnético.
a)Ausência de frustração b) Pode-se observar que o spin do vértice inferior à direita, fica frus-
trado pois não sabe com qual spin se orientar.

1.2 Ordenamento magnético

A maioria dos materiais possuem spins distribuı́dos de forma desorganizada, de forma

que o campo magnético do material é nulo. Mas existem alguns materiais com uma distribuição

de momentos altamente alinhados, possuindo um campo magnético intenso. Assim temos os

seguintes estados nos quais os materiais magnéticos podem estar:

(A) Paramagnetismo: Um estado paramagnético é caracterizado macroscopicamente

pela resposta linear a um campo magnético aplicado. Sem campo, uma amostra de mate-

rial paramagnético não exibe magnetização. Aplicando-se um campo, a amostra adquire uma

magnetização que cresce linearmente à medida que a intensidade de campo for aumentado. Se

por outro lado o campo for reduzido até se anular, então a magnetização também se reduz e

acaba se anulando. Para pequenos valores do campo aplicado H, a magnetização m de uma

amostra no estado paramagnético é proporcional ao campo (OLIV EIRA,2005), isto é,

m = χ0H,

onde χ0, é a susceptibilidade magnética positiva. Crescendo-se o campo, o comportamento de

m com H deixa de ser linear e para valores do campo suficientemente altos, a magnetização

chega ao valor máximo.

(B) Ferromagnetismo: é caracterizado por uma magnetização espontânea do material

para temperaturas abaixo de uma certa temperatura crı́tica. Isto é observado mesmo na ausência

de um campo magnético aplicado ao material em questão (WIKIPEDIA,2011). Esta situação

sugere que os spins dos átomos (ou moléculas) que constituem o material, tenham uma forte

tendência a se alinhar uns aos outros, dando origem a um momento magnético espontâneo.
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Podemos observar tal situação na ilustração esquemática da Fig.1.2.

Figura 1.2: Ilustração esquemática de cristais ferromagnéticos em uma rede bidimensional.

As caracterı́sticas desses fenômenos magnéticos intrigou os homens por mais de dois

séculos depois dos trabalhos de Gilbert. Somente em 1907, Pierre Weiss (WEEISS,1907),

elaborou uma teoria fenomenológica que era capaz de explicar qualitativamente o comporta-

mento desses materiais. A magnetização espontânea que esses materiais possuem, mesmo sem

a presença de um campo magnético sobre eles, só ocorria abaixo de uma temperatura crı́tica

TC, chamada de temperatura de Curie, tornando-se nula á medida que a temperatura é elevada,

onde o material torna-se paramagnético. A teoria proposta por Weiss postula que cada dipolo

magnético associado a um dado ı́on do material é influenciado por um campo magnético efetivo

que é originado pelos dipolos magnéticos vizinhos. Tal campo magnético efetivo que faz os

dipolos magnéticos alinhar-se em uma mesma direção conforme Fig.(1.2).

Tendo em vista que a teoria de Weiss consiga reproduzir qualitativamente várias pro-

priedades de compostos ferromagnéticos (ex: MnSb, CrTe, CrTe, CrO2, CrBr3, EuO, EuS), do

ponto de vista quantitativo, ela apresenta inconsistências, por exemplo, Weiss imaginava que

a energia de interação entre os momentos magnéticos no interior desses materiais era do tipo

dipolo-dipolo, e que ela era responsável pelo ordenamento ferromagnético. Contudo, a energia

dipolar ∆Ed ' µ2

a3 (µ é o momento magnético do ı́on e a é o parâmetro da rede cristalina) não

explica fisicamente os altos valores da temperatura crı́tica.

Fazendo uma análise qualitativa, e supondo que nos compostos ferromagnéticos o or-

denamento dos momentos magnéticos ocorre porque, a energia de interação aqui representada

pela energia dipolar ∆Ed , é suficientemente maior que a energia térmica kBT (kB é a constante

de Boltzmann) isto é, ∆Ed � kBT . A temperatura aumentando, a magnetização decresce, e

quando atingido a temperatura alta (crı́tica), a ordem é logo destruı́da por causa fundamental-
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Figura 1.3: Magnetização espontânea dos compostos de Nı́quel (Ni), Ferro (Fe) e Cobalto (Co)
em função da temperatura, e comportamento da com a curva teórica baseadas na teoria de Weiss
(SILVA,2010) para S = 1

2

mente da energia térmica ser da mesma grandeza de ∆Ed (energia dipolar) isto é, ∆Ed ' kBTC

respectivamente. Agora, se considerarmos µ = µB (magneton de Bohr), a ' Å e a constante

kB, a temperatura crı́tica TC ' 10−1K que é bem infeiro a temperatura crı́tica obtida experi-

mentalmente, da ordem de TC ' 103K. Contudo, microscopicamente falando, a origem do

forte magnetismo (valores altos de TC) não é devido a interação magnética entre os ı́ons nos

compostos ferromagnéticos, ela é de natureza extremamente fraca, e que sozinha não explica o

ferromagnetismo. Por outro lado, os materiais orgânicos apresentam baixos valores para TC o

que torna a interação dipolar indispensável para descrição das propriedades magnéticas desses

novos compostos (JONGH,1974).

(C) Antiferromagnetismo: Há uma disposição dos átomos a alinharem naturalmente

seus spins antiparalelamente (SERGIO,2011), como ilustrado esquematicamente na Fig.1.4.

Neste caso, o material não apresenta magnetização espontânea, e esse alinhamento tende a

desaparecer acima da temperatura crı́tica, de modo análogo ao que foi mencionado no caso do

Ferromagnetismo.

Essas caracterı́sticas ocorrem em materiais cujos momentos magnéticos em média, se

orientam antiparalelamente. Tal ordenamento ocorre de forma não aleatória, e cada spin da

rede interage com seus primeiros vizinhos, cujos mı́nimos de energia corresponde aos momen-

tos antiparalelos. Cada átomo da rede cristalina tem momento de dipolo magnético igual em

módulo ao de seu vizinho mais próximo, por isso ele não possui magnetização espontânea, pois
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Figura 1.4: Esquema de cristais antiferromagéticos em uma rede bidimensional.

há o cancelamento mútuo dos momentos. Ordenamento magnético desse tipo, ocorre em tem-

peratura inferior a TN (temperatura de Neel). Os compostos mais simples antiferromagnéticos

são os fluoretos MnF2[TN = 75K] e FeF2[TN = 90K] que apresentam uma forma cristalina de

corpo centrado, e os compostos como F3, KMnF3 [TN = 95K], KNiF3 [TN = 275K] e RbMnF3

[TN = 82K] com fortes estrutura de peroskita numa rede cúbica simples. A forte estrutura cris-

talina desses materiais é expressada em forma de duas subredes equivalentes A (spin up ↑) e

B (spin down ↓) interpenetrantes, tendo cada uma, um valor médio dos momentos magnéticos,

que corresponde a magnetização de subrede, não nula na ausência de campo magnético externo

aplicado.

Quando a interação (J > 0) (interação de troca), faz os momentos magnéticos orientar-

se em paralelo, esta caracterı́stica determina um acoplamento ferromagnético (F), por exemplo:MnSb,

CrTe, CrO2, CrBr3 . Em materiais ferromagnéticos, os spins estão totalmente alinhados den-

tro de regiões pequenas (domı́nios). Quando aplicado um campo magnético, os momentos

magnéticos dos diversos domı́nios vão se alinhar conforme o campo, produzindo um momento

magnético significativo, como pode ser visto na Fig.1.8. Quando a interação (J < 0) ( interação

de troca), faz os momentos magnéticos orientar-se antiparalelamente sobre toda a rede crista-

lina, e sem a presença de um campo magnético, temos mA = −mB, que são as magnetizações

das subredes A e B, respectivamente. Pode-se citar outros compostos antiferromagnéticos que

têm estruturas constituı́das por várias subredes, por exemplo, os compostos magnéticos de face

centrada MnO[TN = 120K], FeO[TN = 198K], CoO[TN = 291K] e NiO[TN = 530K], onde as

magnetizações das subredes são todas colineares.

Diferente dos compostos ferromagnéticos, que têm destruı́da sua transição de fase (não

tem TC por exemplo) quando sujeitado a interação de campo magnético externo, os materiais
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Figura 1.5: Ilustração esquemática de alguns arranjos de spins antiferromagnéticos. a) rede
cúbica simples, b) rede cúbica de corpo centrado, c) rede fcc para o caso de interação negativa
entre vizinhos mais próximos. A rede fcc consiste em quatro redes cúbicas simples interpene-
trantes. O valor de δ liga os vizinhos mais próximos.

antiferromagnetos podem se mostrar de diversos tipos de ordenamento magnético no diagrama

de fase no plano T −H. O desenvolvimento teórico do antiferromagnetismo foi feito primeira-

mente por Néel (NÉEL 1932), onde utiliza a teoria do campo molecular de Weiss, e o tratamento

de duas ou mais subredes.

(D) Ferrimagnetismo: Um material ferromagnético tem um momento magnético es-

pontâneo (um momento magnético mesmo sem um campo magnético aplicado). A existência

de um momento espontâneo sugere que os spins dos elétrons e os seus momentos magnéticos

estejam arranjados de uma maneira regular. Apenas algumas substâncias são ferromagnéticas,

sendo que as mais comuns são o ferro, nı́quel, cobalto e suas ligas, alguns compostos de metais

de terras raras, e alguns minerais de ocorrência natural, como a magnetita. A forma de ordena-

mento desse tipo de material é feita de modo que seus momentos se ordenem antiparalelamente,

sendo que, a grandeza dos momentos das duas subredes, na ausência do campo magnético, são

diferentes como mostra a Fig.1.6, ou seja, não há compensação da magnetização, como ocorre

nos materiais antiferromagnetos (mA +mB = 0). Exemplos desses tipos de compostos são os

constituı́dos pelos metais de transição, como: MnO.Fe2O3, 3Y2O3, 5Fe2O3. Em uma certa tem-

peratura crı́tica TC, os ferrimagnetos no qual m = mA +mB se anula, porém, mesmo antes desse

valor crı́tico TC, temos uma temperatura de compensação Tcp (mA =−mB) onde m também se

anula, não caracterizando assim uma transição de fase.

A magnetização total m para T > Tcp cresce, e à medida que a temperatura aumenta,

a magnetização atinge o valor máximo e decresce até finalmente anular-se em T c, onde para
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Figura 1.6: Ilustração esquemática de cristais ferrimagnéticos em uma rede bidimensional.

T > TC, há ausência de ordem magnética tornando assim um sistema paramagnético. Na Fig.1.7

é apresentado o comportamento da magnetização espontânea em função da temperatura obtida

experimentalmente por Pauthenet (1958) para as granadas de ferro do tipo A3Fe5O12.

Figura 1.7: Magnetização espontânea em função da temperatura para granadas de ferro do tipo
A3 Fe5 O12 (PAUTHENET,1958).

Para identificar a ordem magnética do sistema, tanto teoricamente como experimen-

talmente, a susceptibilidade magnética (χ) é outra grandeza importante, pois é uma grandeza

macroscópica que mede a resposta do material devido aos seus momentos magnéticos quando

submetido a ação de um campo magnético externo. Matematicamente a susceptibilidade é de-

finida por

χ
αβ =

∂Mα

∂Hβ

, (1.1)

onde χαβ é o elemento (tensor de ordem dois) da matriz χ , Mα e Hβ correspondente a com-
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ponente α = x,y,z da magnetização e do campo magnético, respectivamente. Na aplicação de

campo magnético na direção do eixo de fácil magnetização, onde só teremos uma única com-

ponente para o tensor susceptibilidade χ ela poderá ser expressa da seguinte forma

χ =
∂M
∂H

. (1.2)

Resultados obtidos para a susceptibilidade de forma experimental, primeiramente fo-

ram obtidos, em 1895, pelo fı́sico francês Pierre Curie (1907). Experimento esse que mostrou

que as substâncias paramagnéticas (ausência da magnetização espontânea, i.e., M (T,H = 0) =

0) apresentam susceptibilidade magnética à campo nulo (χ0) positiva e inversamente proporci-

onal à temperatura, conhecida como lei de Curie dada pela equação abaixo:

χ0 =
C
T

, (1.3)

onde C é a constante de Curie. Essa lei, expressada pela Eq.(1.3), pode ser encontrada em

substâncias que possuem momentos magnéticos localizados (isolantes) não interagentes (li-

vres). Estando sujeita a um campo magnético externo H, os momentos magnéticos se acoplam

energeticamente com este campo devido a energia de Zeeman
(
−−→µ ·−→H

)
, fazendo com que

os momentos se orientem conforme o campo H (mı́nimo de energia) e desordenem devido a

interferência térmica, assim a magnetização induzida m(T,H) diminuiria com o acréscimo da

temperatura do sistema.

Através de Curie, também foi estudado o comportamento da magnetização de substâncias,

cuja apresentam magnetismo espontâneo, (H = 0), que logo ficou conhecido como materiais

ferromagnéticos. Ela verificou a existência da temperatura denominada temperatura de Curie

(TC), acima da qual certos materiais ferromagnéticos (ordem magnética) se comportam como

paramagnéticos (ausência de magnetização)(desordem magnética). Fazendo uma análise na

susceptibilidade sem presença de campo magnético, Curie observou que esta diverge em T = TC

(temperatura crı́tica) nos materiais ferromagnéticos segundo a lei assintótica dada abaixo

χ0 =
C

|T −TC|γ
, (1.4)

onde γ é um expoente (crı́tico), praticamente constante para um dado material com mesma

simetria, que caracteriza divergência da susceptibilidade na criticalidade (T ' TC).

O que se pode compreender sobre as origens microscópicas das propriedades magnéticas

dos materiais magnéticos, a descoberta de novos materiais e fenômenos, o estudo das propri-

edades termodinâmicas e das excitações elementares dos materiais magnéticos, bem como o
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desenvolvimento de novas aplicações tecnológica, é que possibilitou avanços em novas tecno-

logias, assim portanto, uma melhor qualidade de vida para muitas pessoas em diversos lugares

do mundo.

1.3 Ordenamento magnético na presença de campo magnético externo

Este trabalho será restrito ao estudo de modelos magnéticos localizados, descrito por

um Hamiltoniano tipo Ising aleatoriamente decorado, com interações competitivas de primeiros

e segundos vizinhos e campo externo, cujo objetivo é analisar a criticalidade do sistema. Indi-

ferentemente da escolha do modelo, que represente o sistema magnético, sua principal origem

está na interação entre elétrons, ou mais exatamente, entre os spins de elétrons associada ao

termo Ji j. A forma como os spins interagem, determina o comportamento magnético do mate-

rial. Se Ji j > 0, a configuração de energia mı́nima é a de spins alinhados paralelamente. Isso

dá origem a um acoplamento ferromagnético, ex.: MnSb, CrTe, CrO2,CrBr3, EuO, EuS. Num

material ferromagnético, os spins estão completamente alinhados dentro de pequenas regiões

conhecidas como domı́nios. Aplicando um campo externo, os momentos magnéticos dos di-

versos domı́nios podem ser alinhados, produzindo um momento magnético total significativo,

conforme representação na Fig.1.8. Este fato confere uma importância tecnológica para os

Figura 1.8: Comportamento dos spins de um material ferromagnético (Ji j > 0). (a) Spins
alinhados na ausência de um campo externo. (b) Spins alinhados de acordo com o campo
externo H.

materiais ferromagnéticos.

Se Ji j < 0, a configuração de energia mı́nima é a de spins alinhados antiparalelamente.

Este ordenamento ocorre de forma não aleatória, mas cada spin da rede cristalina interage com

seus primeiros vizinhos, cujo mı́nimo de energia corresponde aos momentos antiparalelos. O
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momento de dipolo magnético de cada átomo da rede cristalina tem módulo igual ao de seu

vizinho mais próximo, por isso ele não possui magnetização espontânea, pois há o cancelamento

mútuo dos momentos de dipolo magnético. Este tipo de ordenamento magnético ocorre em

temperatura inferior a TN (temperatura de Neel). Para temperaturas altas (T > TN), os dipolos

apontam em direções aleatórias destruindo assim a ordem magnética AF. Na ausência de campo

externo tem-se mA = −mB [mA e mB são as magnetizações das sub-redes A(spin− up ↑) e

B(spin−down ↓), respectivamente], representado pela Fig.1.9a.

Figura 1.9: Comportamento dos spins de um material antiferromagnético (Ji j < 0). (a) Spins
alinhados de forma antiparalelamente na ausência de um campo externo. (b) Spins alinhados
de acordo com o campo externo H.

Diferentemente dos compostos ferromagnéticos, que na presença de campo magnético

externo, na direção do eixo fácil da magnetização, a transição de fase é destruı́da (não existe

T c, por exemplo), os antiferromagnetos na presença do campo externo, podem exibir diversos

tipos de ordenamento magnético no diagrama de fase no plano T −H. Do ponto de vista

teórico, os primeiros estudos das propriedades magnéticas em compostos antiferromagnéticos

foram desenvolvidos por Neel (NÉLL,1932). A teoria de Neel corresponde à aplicação da teoria

do campo molecular de Weiss, onde divide-se o sistema antiferromagnético em duas ou mais

subredes interpenetrantes.

As propriedades magnéticas dos materiais foram intensivamente estudadas por um

grande número de pesquisadores, antes mesmo de que uma teoria adequada tivesse sido de-

senvolvida. Estas propriedades foram bem compreendidas com base na mecânica quântica,

desenvolvida no começo deste século. Estudos recentes mostram aplicações baseadas nas pro-

priedades magnéticas da matéria, encontradas no dia-a-dia, como exemplo no ramo da medi-

cina.
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1.4 Estudo da transição de fase e fenômenos crı́ticos

Transição de fase e fenômenos crı́ticos tem origem na década de 60, quando os concei-

tos básicos de classe de universalidade e escala de funções termodinâmicas foram introduzidas.

O pioneirismo no aspecto de universalidade em transição de fase foi de Kadanoff e colaborado-

res (WELLER,1985) em 1967.

Existe uma grande quantidade de sistemas fı́sicos que apresentam transição de fase.

Há essencialmente dois tipos de transições de fase: as Contı́nuas e as Descontı́nuas. Transição

entre o sólido e o gás é descontı́nua, pois envolve calor latente. Quando uma substância passa

de uma fase desordenada (o gás) para uma fase ordenada (o sólido), uma quantidade de calor

(o calor latente) é libertada neste processo. Esta libertação de calor revela que, a estrutura do

material é alterada de uma forma radical. Isto acontece, em particular, ao longo das linhas de

sublimação, fusão e ebulição da maior parte das substâncias conhecidas (é por causa disto que

sentimos mais calor quando, à mesma temperatura, estamos num ambiente mais húmido, dentro

do chuveiro, na casa de banho, pois o vapor de água liberta uma quantidade de calor, o calor

latente, ao condensar na nossa pele).

Os sistemas coloidais (dispersões de partı́culas esféricas, com raios da ordem de 1

µm, num solvente) fabricados recentemente exibem apenas uma fase gasosa (ou fluida), e outra

sólida, separadas por uma linha de sublimação. Contudo, a maior das substâncias naturais

é caracterizada por diagramas de fases um pouco mais complexos, e têm também uma fase

lı́quida. Ao contrário do sólido e do gás, o lı́quido é estável numa gama de temperaturas limitada

pelo ponto triplo (onde o sólido, o lı́quido e o gás coexistem simultaneamente) e pelo ponto

crı́tico, onde termina a linha de condensação, ao longo da qual coexistem uma fase lı́quida e

outra gasosa. O ponto crı́tico entre o lı́quido e o gás é um exemplo de uma transição de fase

contı́nua, isto é, uma transição que não envolve calor latente.

Pode-se citar alguns exemplos de transições de fase: a água lı́quida ferve a 100oC

e congela a 0oC, à pressão de 1 atm. Nestas condições, as propriedades fı́sicas do sistema

são muito especiais. Em particular, as funções termodinâmicas apresentam singularidades, por

exemplo, na curva de sublimação, a densidade passa descontinuamente da densidade tı́pica do

sólido para uma densidade cerca de 1000 vezes menor, tı́pica do gás.

Em um sistema, a mudança de fase é caracterizada por singularidades nas suas funções

termodinâmicas: no caso de sistemas magnéticos, a energia livre e derivadas correspondentes,

associadas a magnetização e susceptibilidade, no ponto de transição. Os parâmetros externos

relevantes em que ocorre as transições de fase de sistemas magnéticos, são a temperatura T e
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o campo magnético uniforme H. Portanto, para T < TC o sistema está ordenado, e próximo

de TC, o sistema começa a desordenar e logo acima de TC, o sistema encontra-se desordenado.

No sistema ferromagnético, a magnetização é o parâmetro de ordem, enquanto que no sistema

antiferromagnético, a magnetização de uma dada subrede é o parâmetro de ordem.

Uma transição pode pode se classificar também, pela ordem da derivada da energia

livre, que apresenta descontinuidade: uma transição de primeira ordem é caracterizada pela

descontinuidade da magnetização, e uma transição de segunda ordem, a magnetização vai a zero

continuamente quando T → TC, mas a susceptibilidade diverge, (nessa análise considerou-se o

sistema à campo nulo). Para a transição de primeira ordem tem-se a coexistência de duas fases

distintas (ordenada e desordenada) no ponto em que o sistema sofre transição (ponto crı́tico)3.

Numa transição de segunda ordem, a fase ordenada se transforma de forma contı́nua numa fase

desordenada .

As transições de fases clássicas, ou seja, movidas pelo efeito da temperatura, será abor-

dada nessa seção. Ilustraremos esta abordagem com o exemplo do ferromagnetismo, mostrado

esquematicamente na Fig.1.8.

O que determina o comportamento termodinâmico do ferromagneto de Ising é a competição

entre a energia de troca e a temperatura. Para dimensões maiores que um (d > 1), o sistema

pode se apresentar a Ṫ > 0, em duas fases distintas; paramagnética e ferromagnética conforme

mostra a Fig.1.10. Para temperaturas altas, comparadas com J, a entropia domina a energia

livre e os spins flutuam praticamente independentemente, caracterizando a fase paramagnética.

Por outro lado, para baixas temperaturas, quase todos os spins permanecem alinhados em uma

das duas direções possı́veis, dando origem a uma ordem magnética de longo alcance. Nesta

fase ferromagnética cada spin apresenta um valor médio 〈Si〉 diferente de zero, onde 〈〉 denota

a média termodinâmica sobre o ensemble canônico.

A magnetização espontânea assume diferentes valores em cada fase, e é utilizada como

parâmetro de ordem, uma quantidade termodinâmica que serve para caracterizar a natureza de

uma fase, Fig.1.11. Em toda a fase paramagnética, encontrada na região de temperatura T > TC,

sendo TC a temperatura crı́tica da transição, a magnetização assume o valor zero. Na fase fer-

romagnética, na região de temperatura T < TC a magnetização assume um valor não nulo. Para

T logo acima de TC, existem grandes regiões ou domı́nios nos quais uma certa porção dos

spins estão alinhados paralelamente. Existe ordem nestes domı́nios mas não é possı́vel que

uma fração finita destes concordem em alinhamento. Para T logo abaixo de TC a grande mai-

3Em sistemas magnéticos, a fase ordenada ocorre quando os momentos magnéticos de uma dada configuração
microscópica estão alinhados. Quando é proporcionado a variação da temperatura, hà uma competição entre a
energia térmica, que produz desordem no sistema.
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oria dos domı́nios estão com o mesmo alinhamento e observa-se o ordenamento de longo al-

cance. Quando os tamanhos dos domı́nios tornam-se grandes, o tempo requerido para o ordena-

mento ou desordenamento torna-se longo. dizemos então que o tempo de relaxação (equilı́brio

térmico) próximo a TC é longo. Este tipo de transição descrita acima é chamada de transição de

segunda ordem.

Para o caso em uma dimensão os spins estão conectados entre si por apenas duas

ligações, favorecendo que as flutuações térmicas destruam qualquer alinhamento ferromagnético.

Neste caso, ocorre ordem apenas em T = 0.

Figura 1.10: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,H) para um ferromagneto.

Figura 1.11: Diagrama de fase da magnetização espontânea em função da temperatura para um
ferromagneto..

Para qualquer valor de temperatura finita, a entropia sempre domina a energia interna

impedindo o surgimento de uma fase ordenada. Assim, diz-se que a dimensão crı́tica inferior

do modelo de Ising, isto é, a dimensão acima da qual pode-se ter uma fase ordenada para T 6= 0

é então dl = 1.

Outra variável termodinâmica de interesse na descrição das transições de segunda or-
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dem é o comprimento de correlação ξ . O comprimento de correlação mede o tamanho linear de

uma região sobre a qual as flutuações de spins estão correlacionadas, e pode-se também dizer

que é o comprimento médio dos domı́nios com uma porção finita de spins alinhados na mesma

direção. No caso de uma transição de segunda ordem, como aquela observada na transição

ferromagnética-paramagnética descrita acima, as flutuações estão correlacionadas em todas as

escalas de distância, de modo que o comprimento de correlação torna-se infinito.

Na fase ferromagnética existem dois estados de equilı́brio equivalentes que estão re-

lacionados pela simetria de inversão de spins, exibida pelo Hamiltoniano de Ising. O sistema

apresenta uma quebra de simetria espontânea ao escolher um dos dois estados possı́veis de

equilı́brio. Na Fig.1.12 está representado o diagrama de fase no plano (m,H), o qual, apresenta

uma descontinuidade na magnetização, quando H → 0+ com valor +m0 e H → 0− com valor

−m0. Esta descontinuidade caracteriza uma transição de primeira ordem. Algumas quantidades

termodinâmicas sofrem descontinuidades ao passar pela linha de transição, H = 0 e T < TC , e

o comprimento de correlação permanece finito.

Figura 1.12: Curva da magnetização no plano (m,H).

Esse comportamento singular ou divergente de certas funções termodinâmicas numa

transição de fase é descrito em termos de expoentes crı́ticos (STANLEY,1971). Estas transições

são caracterizadas por uma temperatura de transição, ou temperatura crı́tica TC. Portanto,

próximo a uma transição de fase, descrevemos o comportamento singular das grandezas fı́sicas

do sistema através de comportamentos assintóticos em função da variável térmica,

t =
T −TC

T
. (1.5)

As singularidades apresentadas por grandezas termodinâmicas também podem ser ca-

racterizadas por leis de potências com expoentes bem definidos. Para sistemas magnéticos, os

expoentes crı́ticos mais importantes são: β da magnetização a campo nulo, δ da magnetização
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em TC, γ da susceptibilidade e α do calor especı́fico, definidos como

{
M(t,H = 0)∼ |t|β

M(t = tc,H)∼ H
1
δ

; (1.6)

χ ∼ |t|−γ , (1.7)

c ∼ |t|−α . (1.8)

Próximo a uma transição de 2a ordem, o comprimento de correlação ξ (T ), que define

o alcance das correlações entre as flutuações, diverge obedecendo a relação

ξ (T )∼ |t|−ν , H = 0, (1.9)

onde, ν também é um expoente crı́tico. Em transição de 1a ordem, o comprimento de correlação

é finito. O expoentre crı́tico associado ao fenômeno de transição de fase é o η . Este expoente é

conhecido por dimensão anômala, e é relacionada a função de correlação conectada, em T = TC

dada por

G(r)∼
exp(− r

ξ (T ))

rd−2+η
(r→ ∞), (1.10)

onde, r é a distância de um par correlacionado e d a dimensionalidade do sistema. As definições

acima referem-se a parte singular destas quantidades e, salvo quando explı́cito, as singularidades

são as mesmas para T se aproximando de TC, por cima ou por baixo. Observamos que de forma

geral, o expoente crı́tico associado ao comportamento assintótico de uma grandeza F é denifido

por

λ = lim
t→o

ln |F(t)|
ln |t|

. (1.11)

Os expoentes crı́ticos não são independentes, e estão relacionados entre si por algu-

mas desigualdades obtidas através de considerações fundamentadas na termodinâmica e na

mecânica estatı́stica. Na criticalidade, essas desigualdades são satisfeitas como igualdades,

e são conhecidas como leis de escala. Baseados em argumentos de estabilidade dos potenciais

termodinâmicos, na década de 60 vários autores obtiveram relações de desigualdade entre os

expoentes crı́ticos, tais como:

α +2β + γ > 2 (Rushbrooke, 1963), (1.12)
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Tabela 1.1: Valores da temperatura crı́tica TC para o modelo de Ising ferromagnético de spin-
1/2 obtidas através de EFT-1 e EFT-2 em diversas topologias de rede (NETO, 2004).

Redes z z′ EFT-1 EFT-2 Exatos/Monte Carlo
Kagomé 4 1 3.090 2.923 2.143
Quadrada 4 0 3.090 3.025 2.269
Triangular 6 2 5.073 4.950 3.641
Cúbica Simples 6 0 5.073 5.039 4.511

α +β (1+δ )> 2 (Griffiths, 1965), (1.13)

νd > 2−α (Josephson, 1967), (1.14)

(2−η)ν > γ (Fisher, 1969). (1.15)

Estas leis são obtidas a partir de uma conjectura acerca de como algumas quantida-

des se transformam quando o sistema sofre uma transformação de escala. A idéia básica é

que, próximo ao ponto crı́tico, as correlações de longo alcance das flutuações de spins são

responsáveis por todos os comportamentos singulares das grandezas fı́sicas. Portanto, o com-

primento de correlação ξ é o único comprimento caracterı́stico do sistema, e todos os demais

serão medidos em termos dele. Esta conjectura juntamente com a afirmação de que, próximo

ao ponto crı́tico, as funções termodinâmicas são funções homogêneas generalizadas levam-nos

as conhecidas leis de escala,

γ = β (δ −1), (1.16)

γ(δ +1) = (2−α)(δ −1) (1.17)

γ = ν(2−η) (1.18)

νd = 2−α (1.19)

Portanto estas relações são de grande importância na teoria de fenômenos crı́ticos. É

conhecido experimentalmente que os expoentes crı́ticos, que governam o comportamento das

quantidades termodinâmicas nas vizinhanças de um dado ponto crı́tico, têm os mesmos valores

para vários sistemas. Quando sistemas diferentes possuem o mesmo conjunto de expoentes

crı́ticos dizemos que eles pertencem a uma mesma classe de universalidade.
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1.5 Sistemas Magnéticos desordenados

Os sólidos encontrados na natureza, ou aqueles sintetizados em laboratórios, de ma-

neira geral, apresentam-se com algum grau de impurezas ou imperfeições quando comparados

com uma estrutura cristalina perfeita, caracterizando assim a desordem.

Figura 1.13: Ilustração esquemática de um cristal Paramagneto mostrando a ausência de ordem
magnética.

Os materiais magnéticos apresentam-se, em geral, com uma determinada concentração

de defeitos, originados pela presença de impurezas magnéticas (não magnéticas) ou ainda, de-

vido a falhas na rede cristalina (vacâncias). Esses defeitos apresentam-se de forma pontual, de

linha ou de superfı́cie, dependendo das limitações das regiões imperfeitas na escala atômica. As

imperfeições pontuais mais comuns são as impurezas quı́micas, sı́tios vazios na rede e átomos

extras situados em outras posições da rede. As vacâncias são defeitos pontuais, caracterizados

pela ausência de ı́ons (ou ı́ons extras).

As propriedades magnéticas do sistema podem ser fortemente influenciadas, em vir-

tude da presença destes defeitos. A desordem em sólidos pode ser classificada em três tipos

(STINCHCOMBE,1983): substitucional, topológica e contı́nua. Na desordem substitucional,

os átomos tipo do X numa estrutura cristalina perfeita, são substituı́dos por átomos do tipo Y

de maneira completamente aleatória, sem haver contudo, alterações na estrutura da rede. Na

hipótese de não haver nenhum distúrbio na rede cristalina, tem-se a formação de uma liga do

tipo XpY1−p (onde p é a concentração de átomo do tipo X). Este fenômeno ocorre para muitos

elementos diferentes, como em metais, em semicondutores e cristais iônicos, e têm grande im-

portância na metalurgia e em outros campos da ciência dos materiais. A mais simples suposição

que se pode fazer, quanto a distribuição dos átomos do tipo Y, é que ela seja aleatória nos sı́tios

da rede cristalina.
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No entanto, tal suposição da independência estatı́stica, da ocupação dos sı́tios é não

realı́stica, devido aos termos de interação na energia coesiva, isto é, a energia livre do sistema

depende da distribuição dos átomos do tipo Y em relação aos átomos do tipo X e vice-versa. A

impureza substitucional pode também ser um ponto de defeito da rede, tal como uma vacância.

Mesmo que fisicamente não seja possı́vel colocar uma alta concentração de vacâncias ao acaso

num sólido cristalino.

A desordem topológica ocorre principalmente em sólidos amorfos. Nesse caso, o ar-

ranjo atômico ou molecular não é o de uma rede ordenada, no entanto, algumas propriedades

do material, tais como a distribuição da carga em cada sı́tio, satisfazem a releção F(−→r +
−→
R i) =

F(−→r ), onde
−→
R i refere-se à posição do núcleo do átomo i no espaço real. A desordem contı́nua

é o caso mais alto de desordem, apresenta-se com distribuição completamente aleatória dos

potenciais atômicos. Dentre as desordens mencionadas, nosso estudo se concentrará ao caso

da desordem substitucional em sistemas magnéticos, denotado na literatura, por um material

magnético diluı́do.

1.5.1 Sistemas Magnéticos diluı́dos

Um sistema magnético diluı́do é um efeito da desordem e de quebra de alguma simetria

do sistema, presente em quase todas as substâncias. A mistura, dependendo da concentração

de átomos não magnéticos, pode atingir um limite, em que a impureza pode está em maior

quantidade, destruindo a ordem magnética do sistema diluı́do. Quanto a distribuição de átomos

na rede cristalina podemos distinguir dois tipos:

a) temperada (quenched), onde os átomos magnéticos e não magnéticos situam-se ao

acaso nos sı́tios de uma rede cristalina, isto é, a probabilidade que um dado sı́tio esteja ocupado

por um spin é independente de outras ocupações e permanece constante;

b) Recozida (annealed), na qual a probabilidade de distribuição dos átomos magnéticos

é governado pela mecânica estatı́stica, e varia com a temperatura e o campo magnético, a qual

os sı́tios são ocupados de tal forma que a energia livre seja mı́nima. A diluição em materiais

magnéticos, é usualmente classificada em diluição de sı́tios e diluição de ligações, de acordo

com a natureza dos componentes (sı́tios e ligações). Na diluição de sı́tios, ı́ons magnéticos na

rede cristalina são substituı́dos por ı́ons não magnéticos, enquanto que o processo de diluição

de ligações Fig.1.14 estudados por (PADILHA,PACOBAHY BA,2006), consiste em desconectar

ligações entre dois ı́ons magnéticos adjacentes, cujas ligações magnéticas que estejam conec-

tando sı́tios vizinhos são quebradas por introdução de algum tipo de ı́on diamagnético, que

neutraliza o overlap das funções de onda entre os sı́tios (destruição do exchange). As Fig.1.15
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ilustra os efeitos da diluição de sı́tios e ligação na rede quadrada.

A diferença entre os dois processos está no efeito provocado por ambos. Para visua-

lizar isto basta verificar que, no problema de diluição de ligações, a remoção de uma ligação

extingue apenas a interação entre dois ı́ons magnéticos, enquanto que, na diluição de sı́tios, a

substituição de um ı́on magnético por um ı́on não magnético, implica quebra de ligações dire-

tamente relacionadas a este sı́tio. Tais diferenças tornam-se mais claras próximo da transição

de fase, onde numa certa concentração crı́tica, haverá a formação de um aglomerado de ı́ons

magnéticos de tamanho infinito. Essa concentração é em geral alcançada mais rapidamente nos

problemas de diluição de ligações.

Figura 1.14: Rede idealizando remoção de uma ligação.

Figura 1.15: Desordem na remoção de um sı́tio.

A grande motivação de se estudar sistemas desordenados, está no fato de ter se tor-

nado possı́vel controlar, de maneira adequada, as propriedades fı́sicas dos materiais através de

técnicas de dopagem. No estudo das propriedades magnéticas de sistemas diluı́dos, o maior

interesse tem sido dado ao estudo do comportamento da temperatura crı́tica como uma função

da concentração de ı́on magnético. Fisicamente, espera-se que a ordem magnética seja grada-

tivamente enfraquecida com a introdução de cada vez mais ı́ons não-magnéticos sobre a rede

cristalina.



35

Teoricamente, um Hamiltoniano (por simplicidade o modelo de Ising) é usado para

estudar diluição por sı́tio em sistemas localizados (desordem temperada ou quenched) , que

pode ser escrito na forma

HS =−∑
〈i, j〉

Si.J.S j.ηiη j, (1.20)

onde, Si é a variável de spin do sitio i, e ηi é a variável relacionada a desordem no sitio i podendo

assumir valores 0, 1 o que implica

〈ηi〉c = p (1.21)

onde 〈· · · 〉c denota a média configuracional, p a concentração magnética e J a interação de

troca.

A ausência de ordem no sı́tio do tipo quenched acontece quando a média configu-

racional independe da média térmica (que é dada pela distribuição de probabilidade P(ηi))

(BROUT, 1959), isto é, quando a distribuição de desordem é fixa na rede, ela não pode evo-

luir, ao contrário do que acontece com os graus de liberdade do spin. Para o caso mostrado na

Eq.(1.3) têm-se que

P(ηi) = (1− p)δ (ηi)+ pδ (ηi−1), (1.22)

sendo essa a situação mais usual para magnetos diluı́dos reais.

Teóricamente, resultados rigososos de expansão em séries (ELLIOTT, 1961), mostram

que a concentração crı́tica pc independe da simetria do Hamiltoniano, ou seja, pc(Ising) =

pc(Heisenberg), sendo portanto, uma caracterı́stica da rede.

No material diluı́do, a ocorrência de ordem magnética de longo alcance e transições de

fase, depende da existência de um aglomerado (cluster) de tamanho infinito, e que a existência

de tal cluster em função da concentração magnética, seja uma caracterı́stica geométrica. Este

aspecto geométrico na destruição do cluster infinito, como uma função da concentração p (sı́tio

ou ligação), é conhecido como percolação, e foi mostrado (DOMB,1961), que a concentração

de percolação pc corresponde exatamente ao mesmo valor da concentração crı́tica, obtida em

T = 0 do sistema diluı́do.

O fato de que a concentração crı́tica independer do modelo, a curva crı́tica TC(p) vai ser

sensivelmente afetada pelo tipo de simetria4 do Hamiltoniano usado para descrever o sistema.

Para o caso da desordem annealed, onde as ligações ou sı́tios diluı́dos podem difundir pela rede,

de forma a encontrar a configuração de mı́nima energia livre. Uma desordem por sı́tio do tipo

4A maneira de como se comporta TC(p) do modelo de Ising, para concentração pc < p < 1, devido a forte
anisotropia do spin numa única direção, para uma rede 3d, é maior do que o caso do modelo XY, e este por sua vez
superior ao modelo de Heisenberg, isto é, T I

C(p)> T XY
C (p)> T H

C (p).
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Annealed acontece quando calcula-se a média da variável de desordem {ηi}, da mesma forma

que a das variáveis de spin {Si}, isto é, obtém-se através do fator de Gibbs:

ρ ∝ exp

[
−β (Hs−µ ∑

i
ηi)

]
. (1.23)

onde, β = 1
KBT , o potencial quı́mico µ é a média de cada variável ηi, ou seja, é a própria

concentração p.

É preciso também saber diferenciar desordem por sı́tio e por ligação (substituição),

sendo possı́vel, em princı́pio, que ambas as situações serem aplicadas para os casos quenched e

annealed. Já para a desordem magnética por ligação, a forma tı́pica do Hamiltonianao é

HB =−∑
〈i, j〉

Si.J.S j.ηi j, (1.24)

onde, a variável de desordem ηi j está agora associada com as ligações (de troca). Diluição

por ligação do tipo quenched é quando a distribuição de probabilidade associada a variável de

desordem é

P(ηi j) = (1− p)δ (ηi j)+ pδ (ηi j−1), (1.25)

sendo, p a concentração da ligação. Uma forma equivalente comumente usada é

H =−∑
〈i, j〉

Ji j.Si.S j, (1.26)

com

P(Ji j) = (1− p)δ (Ji j)+ pδ (Ji j− J), (1.27)

onde, agora a desordem está incorporada ao parâmetro de interação de troca.

Para o caso de diluição por ligação do tipo annealed o Hamiltoniano continua sendo

dado pela Eq.(1.22), porém as médias tanto das variáveis de spin como as de desordem são

dadas pelo fator de Gibbs

ρ ∝ exp

[
−β (HB−µ ∑

〈i, j〉
ηi j)

]
. (1.28)

Esses tipos de sistemas que apresentam desordem do tipo annealed e quenched são

bem diferentes, vista que, a desordem do tipo annealed não é comumente achada em sistemas

magnéticos reais, desde que a energia magnética não seja um fator preponderante que determine

a desordem configuracional.
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1.6 Sistemas Magnéticos com interações competitivas

Estudo de sistemas magnéticos com interações competitivas surgiu inicialmente com

a descoberta experimental (principalmente através da técnica de espalhamento de nêutrons) de

estruturas magnéticas espacialmente moduladas, com configurações mais complexas que os

casos antiferromagnéticos e ferrimagnéticos (YOSHIMORI,1959; NAGAMIYA, 1962). Teori-

camente, a origem dessas estruturas magnéticas moduladas está na combinação de dois efeitos

contrários: cooperação e competição (NAGAMIYA, 1962). A cooperação tende a levar o sis-

tema magnético, no regime de baixas temperaturas, a assumir uma configuração simples como

a ferromagnética ou a antiferromagnética.

A competição pode surgir de várias maneiras, tais como: presença simultânea de

interações ferromagnéticas (J < 0) e antiferromagnéticas (J > 0), aleatoriedade na distribuição

espacial dos momentos magnéticos e/ou distribuição aleatória de interações de troca (em in-

tensidade e em sinal), diluição e combinação simultânea destes mecanismos etc. Esses fatores

podem em determinadas circunstâncias, fazer com que as configurações magnéticas simples

não minimizem mais a energia do sistema, havendo a necessidade do aparecimento de estrutu-

ras moduladas, as quais podem apresentar aspectos bastante complexo no modelo em questão.

Diante desses fatores, estão o aparecimento de fases moduladas incomensuráveis como

o parâmetro de rede, o aparecimento de pontos multicrı́ticos, grande numero de estados meta-

estáveis (como é o caso dos vidros de spin (GREST, 1983), fases reentrantes, nas quais o sistema

pode passar de uma fase desordenada para uma fase ordenada através da elevação da tempera-

tura, fenômeno esse pela primeira vez observado no sal de Rochelle (LANDAU, 1978).

Entre todas essas manifestações, está um efeito, primeiramente identificado por Tou-

louse (TOULOUSE, 1977), denominado de efeito de frustração. A frustração pode ser enten-

dida como, uma disputa entre dois ou mais tipos de interações experimentadas simultaneamente

por alguns spins do sistema. Disputa essa, que torna impossı́vel a satisfação simultânea de todas

as interações, e o sistema desenvolve fases moduladas, nem sempre comensuráveis com a rede,

para minimização da energia do sistema.

No ponto inicial de Toulouse, frustração é uma propriedade espacial com uma distribuição

aleatória de interações ferromagnéticas e antiferromagnéticas. Esse conceito de frustração foi

mais tarde generalizado por Anderson (ANDERSON, 1979), para levar em conta a possibili-

dade de variação aleatória de intensidade, alcance e sinal das interações e natureza dos spins

no sistema. Tendo em vista que um sistema frustrado não é capaz de atingir uma configuração

que satisfaça inteiramente os seus vı́nculos, desenvolve assim uma multiplicidade de estados
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igualmente insatisfatórios (PADILHA,2006).

1.7 Modelos Decorados

Na literatura encontramos que, o estudo do modelo de Ising- 1/2 (quenched)5 alea-

toriamente decorados foi inicialmente incorporado por um dos precursores do modelo, Syozi

(SYOZI, 1951), no intuito de estabelecer a temperatura de transição (e suas relações) da rede

Kagomé a partir do valor correspondente de Tc para rede honeycomb, representado pela Fig.1.16.

Era obtida uma relação importante entre as funções de partição das duas redes, que transformava

a rede original (honeycomb) numa rede kagomé, com interações efetivas quando, o traço par-

cial sobre os spins do vértices da rede honeycomb decorada era tomado, surgindo assim uma

interação efetiva entre os spins decoradores.

Figura 1.16: Rede Kagomé construı́da por uma transformação estrela-triângulo a partir da rede
honeycomb. O traço parcial é feito sobre os sı́tios (O)(SYOZI, 1972).

Modelos decorados de spin são formados a partir de uma rede original Fig.1.17, na

qual são inseridos sı́tios adicionais entre cada par de sı́tio da rede. Os sı́tios adicionados à rede

original são ocupados por uma espécie diferente de spins, os spins decoradores, como pode ser

vista na Fig.1.18.

O método para incluir efeitos de um campo magnético externo, foi estendido em 1954,

(NAYA, 1954), conseguindo assim obter uma expressão equivalente para a magnetização es-

pontânea da rede Kagomé, a partir de uma expressão equivalente para a rede honeycomb.

Fisher (FISHER, 1959), generalizou o que ele chamou de transformação de decoração-

5Quenched (temperada) onde os átomos magnéticos e não magnéticos situam-se ao acaso nos sı́tios de uma
rede cristalina.
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Figura 1.17: Representação de uma rede original. Os cı́rculos pretos representam os spins.

Figura 1.18: Representação de uma rede decorada. Os pontos brancos são os spins decoradores.

iteração, para o caso em que o elemento decorador é um sistema fı́sico, com alguns graus de

liberdade internos, e aplicou o método ao estudo de um sistema antiferromagnético para o qual,

a magnetização pode ser calculada exatamente, mesmo em presença de um campo magnético fi-

nito. A partir dai, os modelos decorados foram então intensamente utilizados para estudar vários

tipos de sistemas magnéticos, incluindo-se sistemas com interações competitivas. Para uma re-

ferência geral sobre modelos decorados, pode-se destacar (Syozi,1972) em (SYOSI, 1951).

1.8 Modelos Frustrados

O estudo desse modelo é usado para descrever transições de fase quânticas ocasionadas

por competições de interação e flutuação quânticas. O modelo bidimensional com competição

antiferromagnética de primeiros e segundos vizinhos (PACOBAHYBA,2006) mais próximo de

uma rede quadrada, foi exaustivamente estudado por diversos métodos, onde as propriedades

crı́ticas são relativamente conhecidas. Na ausência de interação de segundos vizinhos, o sistema

não é frustrado e o estado fundamental T = 0 possui ordem antiferromagnética de longo alcance

(LAPA, 2009). Segundo o teorema de Mermin Wagner (MERMIN,1966), tal modelo não apre-

senta ordem magnética em temperatura finita (T > 0). Porém este ordenamento é afetado pelas

flutuações quânticas. A presença da interação de segundos vizinhos antiferromagnética, induz
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forte frustração para destruir a ordem antiferromagnética e, juntamente com as flutuações, exi-

bem uma fase paramagnética quântica conhecida como lı́quido de Spin, LS conforme Fig.1.19.

Esta fase desordenada surge devido a fortes flutuações que surgem especialmente na vizinhança

de pontos crı́ticos.

Figura 1.19: Esquema do estado lı́quido de spin (LS) numa rede quadrada formado por estados
singletos de dı́mero.

As propriedades crı́ticas dos modelos de spin frustrado dependem fortemente da di-

mensionalidade do sistema, por exemplo, simetria do Hamiltoniano, spin e anisotropia de ex-

change e principalmente frustração. No caso clássico, as flutuações quânticas são despresadas,

porém no caso quântico, as flutuações têm papel importante em conjunto com a frustração

para o aparecimento de estados fundamentais incomuns. Geralmente nos sistemas antiferro-

magnéticos para pequenos valores de spin, a flutuação é bem significante, enquanto os siste-

mas ferromagnéticos são menos afetados pelas flutuações. Outro composto de vanádio que

também chama a atenção, no contexto de sistemas de spin frustado de baixa dimensionalidade

são os óxidos, contendo pirâmides de VO5, por exemplo, o composto CaV24O9 que é a primeira

realização de um sistema de plaquetas bidimensionais, apresentando um estado fundamental do

tipo singleto. A maior parte dos materiais magnéticos frustrados são conhecidos como magne-

tos geometricamente frustrados 6. Nestes sistemas, a frustração surge do efeito de competição

de interações de troca equivalentes, e o caso mais simples, com forte frustração é o antiferro-

magneto numa rede triangular (z = 6).

É importante citar que qualquer distorção estrutural, pode inevitavelmente alterar a

frustração, e como consequência, dar origem a estados fundamentais diferentes. Existem ainda

sistemas em que a competição de interação são equivalentes, mas sua topologia e magnitude
6Há outros sistemas geometricamente frustrados como por exemplo, o antiferromagneto numa rede Kagomé e

na rede triângular empilhada
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Figura 1.20: Ilustração da idéia de frustração geométrica numa rede triangular antiferro-
magnética. Como podemos observar o spin fica frustrado pois sua ordem em relação aos seus
vizinhos mais próximo é indeterminada

podem ser ajustada tal que, as flutuações quânticas destruam a ordem de longo alcance, similar

aos magnetos geometricamente frustrados. Exemplos de sistemas que podem ser ajustados mas

balanceados pela competição de interações, e ainda assim preservar as flutuações quânticas,

são os sistemas de spin 1/2 numa rede quadrada ferromagnética ou antiferromagnética, onde

a competição de segundos vizinhos antiferromagnética ao longo das diagonais, induz forte

frustração no sistema.
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1.9 Objetivo e Apresentação do Trabalho

O objetivo deste trabalho é discutir a temperatura crı́tica e as magnetizações uniforme

e residual (remanescente), através de diagramas de fase no estado fundamental de ordem Néel.

Nesta análise, estudaremos o modelo de Ising quase-bidimensional aleatoriamente decorado

com interações de primeiros e segundos vizinhos e campo magnético, utilizando a teoria de

campo efetivo, combinada com a técnica do operador diferencial. A descrição de fenômenos

magnéticos, e estudos da criticalidade e das propriedades termodinâmicas de modelos clássicos

e quânticos, com interações competitivas, tem motivado muitos teóricos, especialmente pelo

surgimento de diversos tipos de ordenamento (estados modulados, vidros de spins, superan-

tiferromagnetismo etc) e fenômenos como, de (reentrância , pontos multicrı́ticos etc). Nesse

trabalho analisam-se as magnetizações total m e residual ms, por meio de diagramas de fase,

no tratamento do modelo de Ising antiferromagnético de spin-1
2 , quase-bidimensional, aleatori-

amente decorado, com interação de primeiros e segundos vizinhos e campo magnético externo,

para elucidar o comportamento crı́tico do sistema. Para o estudo desse modelo, utiliza-se a

teoria de campo efetivo em aglomerados finitos (em particular, será usado um aglomerado fi-

nito de um spin ( aqui denotado por EFT-1)) combinada com a técnica do operador diferencial

(Effective Field Theory - EFT). A principal motivação destes estudos é que, este modelo si-

mula qualitativamente algumas propriedades magnéticas dos compostos supercondutores de al-

tas temperaturas, formados por planos de CuO2, como por exemplo, La2−x(Ba,Sr)xCuO4, entre

outros, (onde Ba ou Sr são dopantes). O presente trabalho está organizado em quatro capı́tulos,

sendo dado um breve relato da origem do magnetismo e considerações sobre o modelo a ser

estudado no capı́tulo 1. No Capı́tulo 2, abordaremos os aspectos gerais da teoria de campo

efetivo. Desenvolveremos essa teoria aliada a técnica do operador diferencial em aglomera-

dos finitos com um e dois spins, e aplicados em sistemas clássicos (Ising) ferromagnético. No

Capı́tulo 3, será apresentado inicialmente o modelo de Ising de spin-1
2 antiferromagnético, alea-

toriamente decorado com transformação decoração interação em uma rede quase-bidimencional

com interação de primeiros e segundos vizinhos e campo magnético. Pela teoria de campo efe-

tivo em aglomerado com um spin, a técnica do operador diferencial será aplicada para tratar o

modelo em estudo. A magnetização total (m) e magnetização remanescente (ms), os diagramas

de fase nos planos (KBTN
J1

,H), (p, KBTN
J1

), (α1,
KBTN

J1
) , (α2,

KBTN
J1

), (KBTN
J1

,h), (TN ,m) e (TN ,ms), são

obtidos para vários valores dos parâmetros de frustração α1 , α2, H e da concentração p, pro-

postos e discutidos, analisando a linha crı́tica de estabilidade entre as fases antiferromagnética

(AF) e paramagnética (P), efeitos de frustração, reentrância e linha crı́tica de segunda ordem.

Finalmente no Capı́tulo 4, apresentamos nossas conclusões, perspectivas para trabalhos futuros

e considerações finais.
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2 TEORIA DE CAMPO EFETIVO

2.1 Considerações Iniciais

Como mencionamos anteriormente, neste capı́tulo vamos analisar aproximações de

campo efetivo para tratar o modelo de Ising de spin 1/2. Entretanto, temos que definir inicial-

mente as dificuldades que encontraremos em um determinado problema de mecânica estatı́stica,

que justifique o uso desse método aproximativo.

O objetivo da mecânica estatı́stica é tratar sistemas com um número de graus de liber-

dade da ordem do número de Avogadro
(
N ≈ 6.1023), onde é impossı́vel o tratamento mediante

o uso microscópico completo. Em outras palavras, o sistema é tratado considerando as propri-

edades comuns a um conjunto de partı́culas, não levando em conta o que acontece com uma

partı́cula especificamente. Isto significa que é mais importante saber quais os estados acessı́veis

à partı́cula do que em que estado está uma partı́cula em especial.

Portanto, seja Z = Tre−βEi , a função de partição, onde e−βEi é proporcional ao peso

estatı́stico para o estado da partı́cula, Tr representa o funcional traço, β = 1
kBT (kB é a constante

de Boltzmann e T a temperatura absoluta) e Ei é a energia de um determinado estado i. Então a

busca da mecânica estatı́stica é calcular esta soma sobre todos os estados acessı́veis ao sistema,

ou seja, devemos efetuar o somatório

Z = Tre−βH = ∑
{σi}

e−βE{σi}, (2.1)

que é conhecido na literatura como função de partição.

Para calcularmos a função de partição num sistema de N partı́culas, temos no cálculo

da função de partição, o funcional Tr, que representa matematicamente uma soma sobre (2N +1)N

configurações de spin. Tentando eliminar as flutuações estatı́sticas
(
∼ N−

1
2

)
, a mecânica es-

tatı́stica de equilı́brio analisa o sistema no limite termodinâmico 1 (N→ ∞), que, para um

1Segundo o Teorema de Yang e Lee a condição (necessária, mas não suficiente) para existência de uma transição
de fase é no limite termodinâmico, tendo em vista que em sistemas unidimensionais com interação de curto alcance
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sistema de partı́culas interagentes apresenta transição de fase.(SALINAS,1999). A partir da

função de partição, podemos obter toda a termodinâmica do modelo considerado, uma vez que

o conhecimento da função de partição nos permite a avaliação da energia livre de Helmoltz,

que é denominada função canônica2, e que faz a conexão entre a termodinâmica e a mecânica

estatı́stica e que é dada por

F =−kBT ln{Z} . (2.2)

De posse da energia livre Eq.(2.2), pode-se calcular duas grandezas termodinâmica

importantes no qual, identifica a ordem magnética do sistema, tanto do ponto de vista teórico

como experimental. Primeiro temos a grandeza denominada magnetização (M), que é a soma

de todos os momentos magnéticos elementares dividido pelo volume que ocupa (grandeza in-

tensiva3), na qual é obtida pela equação abaixo

M =
1
V

〈
∑

i

−→
µ i

〉
. (2.3)

Obtendo a magnetização, pode-se agora calcular outra grandeza, a suscetibilidade

magnética (χ), que é a grandeza na qual caracteriza um material magnético segundo seu com-

portamento quando submetido a um campo magnético aplicado, e que é dada pela equação

χ =
∂M
∂H

. (2.4)

São poucos os modelos estatı́sticos que apresentam cálculos exatos de suas grandezas

termodinâmicas. Para se ter uma primeira avaliação do comportamento de alguns sistemas,

métodos aproximativos como a de campo médio e a técnica do operador diferencial são muito

utilizados . O modelo de Ising (1d) com campo, o modelo de Ising (2d) sem campo e o modelo

n-vetorial (1d) sem campo são exemplos onde esses métodos obtém bons resultados qualitativos

para uma primeira análise.

O primeiro modelo que admitia transição de fase (TC 6= 0) foi apresentado em 1945 por

Onsager, onde ele mostrou que a temperatura crı́tica é dada por 2kBTC = J/ ln
(√

2+1
)

. Bem

antes dos estudiosos (Onsager, Krames e Wannier (1941), Rushbrooke (1938), Pierls (1936),

não apresentam ordem de longo alcance Tc = 0.
2Sistema termodinâmico simples, por meio de parede diatérmica, mas fixa e impermeável, constituı́da por um

conjunto de microestados j, associados à uma distribuição de probabilidade, acessı́veis a um sistema S em contato
com reservatório térmico a temperatura T (SALINAS,1999).

3Quando seu valor independe do tamanho do subsistema considerado
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Bethe (1935) e Bragg e Williams (1934)) já haviam obtidos resultados que contrariavam a pre-

visão de Ising ou seja, que não seria nula a temperatura crı́tica. Contudo para se obter solução

exata do problema, é preciso calcular a soma sobre todas as configurações {σi} de estado para

Eq.(2.1)(função canônica), o que nem sempre é possı́vel. Isso fez com que despertasse de-

senvolvimento de técnicas aproximativas para se obter as variáveis termodinâmica dos mais

variados modelos, na intenção de dar condições eficazes para tal limitações existentes até então.

2.2 Aproximação de Campo Médio em Aglomerados Finitos

A primeira teoria que descreveu qualitativamente a transição de fase no ferromag-

neto foi a aproximação de campo médio (”mean field approximation-MFA). Sistemas compos-

tos por muitos corpos em geral, têm em suas correlações originadas na interação entre estes

corpos, uma dificuldade intrı́nseca para o estudo de suas propriedades relevantes. A dificuldade

mais comum é a de calcular estas correlações, restando a alternativa de construir interações

efetivas, com o objetivo de aproximar os resultados o máximo possı́vel daqueles advindos de

um cenário mais realı́stico. Este procedimento se multiplica em muitas áreas como: fı́sica nu-

clear relativı́stica, estado sólido, entre muitas outras. Neste tipo de aproximação, considera-se

que cada constituinte do sistema está submetido a um campo efetivo constante, substituindo a

interação entre os componentes, de forma que nenhuma estrutura espacial é levada em conta.

Dentro desta aproximação, as partı́culas que formam o sistema não se ”percebem”, pois a

interação ocorre apenas através deste campo efetivo, de modo que podemos dizer que estas

partı́culas são independentes.

2.2.1 Aplicação da teoria de campo médio no modelo de Ising

Nesta seção será apresentado o comportamento crı́tico do modelo de Ising, fazendo

uso da aproximações de campo médio. O modelo de Ising (ISING,1925) sendo uma ferramenta

poderosa para a modelagem de um sistema fı́sico real, e que tem sua validade julgada pela

extensão de suas aplicabilidades e concordância com as observações experimentais. Wilhelm

Lenz propôs o modelo a seu aluno de doutorado Ernst Ising, por volta de 1925 com o objetivo de

observar o ferromagnetismo de momentos localizados. Refere-se a um modelo paradigmático

da mecânica estatı́stica, porque foi um dos primeiros a aparecer, mas sobretudo, porque é um

dos poucos modelos úteis (pedagogicamente) que tem solução exata analı́ticamente.

Portando, vamos considerar como exemplo dois átomos vizinhos i e j. Existe uma

tendência de que os spins Si e S j no ferromagnetismo se orientam no mesmo sentido. Tal
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tendência está associada a J > 0 (constante de acoplamento). Os demais comportamento está

diretamente ligado a influência da temperatura T e por campo magnético externo H aplicado, e

pelas condições de contorno (cc), impostas ao sistema em estudo. Classicamente a aproximação

de campo médio para o modelo de Ising, com dois estados (spin 1
2 ), é dado pelo seguinte Ha-

miltoniano

H =−J ∑
〈i j〉

SiS j, (2.5)

onde, 〈i j〉 representa a soma sobre todos os primeiros vizinhos (z) e J indica a interação de

troca. Analisando um sistema ferromagnético (J > 0), a aproximação de campo médio para

um aglomerado de um spin, poderá ser entendida imaginando que o spin Si no Hamiltoniano

Eq.(2.5) interaja através de uma média com os seus primeiros vizinhos, podendo ser escrito da

seguinte forma

H1 =−J ∑
i

Si

〈
∑
−→
δ

S
i+
−→
δ

〉
, (2.6)

em que a média descrita na equação é:

〈
S

i+
−→
δ

〉
= m, (2.7)

Usando a Eq.(2.7), que substituı́da na Eq.(2.6), obtem-se Hamiltoniano da Eq.(2.8)

onde, m = 〈Si〉 ≡
〈 1

N ∑i Si
〉

representando o parâmetro de ordem (magnetização por spin) do

sistema, e z é o número de coordenação.

H1 =−zJm∑
i

Si, (2.8)

Estamos adotando H1 o Hamiltoniano na aproximação de campo médio para um aglo-

merado N = 1 spins (MFA-1). Fazendo uso da Eq. (2.1), a função de partição para o nosso

Hamiltoniano em questão fica

Z = [2cosh(β zJm)]N . (2.9)

A magnetização é logo obtida através da derivada total, dada por
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m =
∂ lnZ

∂ (β zJm)
= tanh(zKm) , (2.10)

A Eq (2.10) foi obtida por Weiss, porém de forma diferente, ou seja, numa análise

qualitativa do campo molecular λ (= zJ), não podendo explicar a razão fı́sica do grande valor

de λ na época. Em análise no limite m→ 0 na Eq. (2.10), obtemos kBTC
J = z, que em uma

dimensão (z = 2) prevê ordem de longo alcance (m 6= 0) para T < TC = 2 J
kB

, em contradição

como resultado exato que mostra TC = 0.

2.3 Método Variacional: Desigualdade de Bogoliubov

Modelos que nos dar liberdade de cálculo exato de suas grandezas termodinâmicas,

não são muitos em sua maioria. Portanto, o uso de métodos aproximados são extremamente

proveitosos numa primeira discussão do comportamento crı́tico destes sistemas. Um caminho

simples de se aplicar a aproximação de campo médio é utilização do princı́pio variacional de

Bogoliubov Eq.(2.43)(FALK,1970), que será utilizada nos cálculos seguintes. A energia livre

pode ser minimizada considerando um sistema fı́sico apropriado, e utilizando a desigualdade de

Bogoliubov, no qual determina um limite superior para energia. Esse método não faz restrições

quanto a sistemas clássicos ou quânticos (estatisticamente falando) e também, não é a única

forma de se obter uma aproximação do tipo campo médio mas, é a que nos proporciona uma

forma sistemática na obtenção de resultados melhores. Para veracidade de tal afirmação, con-

sideremos um sistema dado por um Hamiltoniano H , que pode ser resolvido dividindo-o em

duas partes: uma parte solúvel dada por um Hamiltoniano H0 no qual denomina-se como de

tentativa, e uma não solúvel dada por um Hamiltoniano H1, assim demonstrado abaixo,

H = H0 +λH1, (2.11)

onde, λ é um parâmetro variacional. A função F (H ) (energia livre de Helmholtz) correspon-

dente a H é dada pela Eq.(2.12) onde Z é a função de partição do sistema, obtida pela Eq.

(2.1).

F (H ) =−kBT ln(Z) . (2.12)

Usando as Eqs. (2.1), (2.11) e (2.12), obtemos a energia livre escrita abaixo
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F (H ) =−kBT ln
[
Tr
(

e−β (H0+λH1)
)]

. (2.13)

No intuito de estudar a dependência da energia livre de Helmholtz em λ , usaremos a

primeira derivada na Eq. (2.13) que será operacionalizada da forma

∂F (H )

∂λ
=

∂

∂λ
[−kBT ln(Z)] = 〈H1〉 . (2.14)

No mesmo raciocı́nio, mas agora com o uso da segunda derivada teremos:

∂ 2F (λ )

∂λ 2 =
1

Z2

(
−βTrH1e−βH

)
−β

TrH 2
1

Z
e−βH (2.15)

∂ 2F (λ )

∂λ 2 = −β

(〈
H 2

1
〉
−〈H1〉2

)
=−β

〈
(H1−〈H1〉)2

〉
, (2.16)

que é o ponto de máximo (< 0) da energia. Consequentemente, o gráfico de F(λ ) em função

de λ será côncavo. Podemos agora definir um funcional energia livre através da expansão (série

de Taylor) em relação a λ , que para pequenos valores de λ teremos a seguinte série

Φ(λ ) = F (λ = 0)+λ

(
dF (H )

dλ

)
λ=0

+ ..., (2.17)

onde a energia em função do parâmetro vaiacional (λ = 0) será

F (λ = 0) = F0 =−kBT lnZ0, (2.18)

que é a energia livre do Hamiltoniano de tentativa H0, que portanto

Φ(λ )≤ λ 〈H1〉0 +F0, (2.19)

ou ainda, em consonância com a Eq. (2.11), fica

Φ(λ ) = 〈H −H 0〉0 +F0, (2.20)

onde a média 〈..〉0 significa que deve ser tomada em relação a uma distribuição canônica associ-

ada ao Hamiltoniano H0. O limite superior da energia mı́nima é caracterizado pela Eq. (2.20),

podendo assim ser escrita como vista abaixo
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F (H )≤Φ(λ ) = 〈H −H 0〉0 +F0. (2.21)

De posse desses elementos obtemos a energia livre pela a técnica de campo médio

minimizando-se Φ em relação a λ Eq.(2.22). Isso nos fornece uma melhor aproximação

possı́vel da energia livre, para uma dada escolha de H0, de acordo com a Eq. (2.21) conforme

a seguir

F =
∂Φ

∂λ
. (2.22)

2.3.1 Aplicação do modelo de Ising com Campo Magnético externo

O Hamiltoniano para o modelo de Ising em uma rede quadrada na presença de um

campo magnético é dada por:

H =−J ∑
〈i j〉

SiS j−H ∑
i

Si. (2.23)

Para não considerar as interações entre spins, temos a escolha de Hamiltoniano de

tentativa H0 no intuito de calcular o primeiro membro da Eq. (2.21), assim teremos

H0 =−λ ∑
i

Si, (2.24)

sendo, Si uma variável aleatória, podendo assumir valores +1 e−1 e, λ é denominado parâmetro

variacional. O objetivo é calcular a energia livre F0 correspondente ao Hamiltoniano da Eq.(2.24),

usando a Eq.(2.1) e Eq.(2.12) respectivamente, que é facilmente calculada, dada por

F0 =−kBNT ln [2cosh(βλ )] . (2.25)

Fazendo a subtração das Eqs. (2.23), (2.24), teremos

〈H −H 0〉=−J ∑
〈i j〉

〈
SiS j

〉
0−H ∑

〈i j〉
〈Si〉0 +λ ∑

i j
〈Si〉0 . (2.26)

O fato de H0 ser um Hamiltoniano não interagente, a média
〈
SiS j

〉
0 pode ser desaco-
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plada Eq.(2.27), que para sistemas com invariância translacional, temos a média Eq.(2.28) da

forma

〈
SiS j

〉
0 = 〈Si〉0

〈
S j
〉

0 , (2.27)

que também é

〈Si〉0
〈
S j
〉

0 = m2, (2.28)

onde o parâmetro de ordem (magnetização por spin) é dado por m. Baseado nas Eqs.(2.27) e

Eq.(2.28), a Eq. (2.26) tem como resultado

〈H −H 0〉=−
NzJ

2
m2−HNm+λNm. (2.29)

Substituindo as Eqs.(2.25) e (2.29) na Eq.(2.20), teremos nosso Φ(λ ). Assim o fun-

cional Φ(λ ) por spin é obtido pela equação abaixo

Φ(λ ) =
φ (λ )

N
,

que fazendo os cálculos, temos

Φ(λ ) =− 1
β

ln [2cosh(βλ )]− zJ
2

m2−Hm+λm. (2.30)

Minimizando Φ(λ ) em relação a λ , através da derivada, ∂Φ(λ )
∂λ

= 0, obtemos a Eq.(2.31)

que, quando evidênciando m, teremos a Eq.(2.32), assim:

− tanh(βλ )+m = 0, (2.31)

m = tanh(βλ ) . (2.32)

Agora, minimizando Φ(λ ) em relação a m, pela derivada ∂Φ(λ )
∂m = 0, temos a Eq.(2.33)

onde pode-se encontrar λ Eq.(2.34).

λ −H− zJm = 0, (2.33)
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λ = H + zJm. (2.34)

De posse do valor de λ , dado pela Eq.(2.34), poderá ser substituı́do na Eq.(2.32), na

qual teremos como resultado para a magnetização

m = tanh(zKm+H) , (2.35)

sendo que K = βJ, que substituı́do na Eq.(2.35), poderá ser reescrita como

m = tanh[β (zJm+H)]. (2.36)

Assim a energia livre de Helmholtz fica reescrita da seguinte forma

Φ(m) =− 1
β

ln [2cosh(zKm+βH)]+
zJ
2

m2. (2.37)

Pode-se afirmar que m = tanh[β (H + zJm)] é a mesma equação encontrada usando a

teoria de Weiss, e a Eq.(2.10) expandida próxima da criticalidade (T ' TC,m' 0) corresponde

a uma série de potências de m conhecida como teoria de Landau, que é útil para se analisar

comportamentos multicrı́ticos em sistemas de spin.

2.3.2 Estudo do Modelo de Ising Frustrado Aleatoriamente Decorado com Interações de
primeiros e segundos vizinhos com Campo Magnético via Campo Médio

Para compreender o modelo4, mostra-se uma ilustração da estrutura topológica do sis-

tema considerado com campo magnético H. Tenta-se mostrar através da Fig.2.1, um desenho

esquemático que represente uma célula cúbica unitária de cobre (nos vértices) decorada com

ı́ons de oxigênio, na qual os cı́rculos cheios (pretos) representam os átomos de cobre Cu+2 com

spin− 1
2 , (denotado por Sν

i , onde ν significa a subrede A ou B. Os cı́rculos brancos, representam

os ı́ons O− de spin-1
2 no plano, (denotado por σi).

Em seguida, temos que os átomos dos vértices (cobre) interagem com acoplamento J1

e λJ1 (parâmetro de pequena anisotropia5, λ = 10−5, em primeiros vizinhos, sobre o plano e

interplanos respectivamente, de modo que, J1 > 0 é a interação de troca antiferromagnética

no plano formado entre os spins nodais Cu−Cu) da rede em questão. Introduz-se agora a

4O modelo sem presença de campo magnético foi estudado por (SILVA,2010).
5λJ1 = 10−5J1 representa interação fraca entre planos, descrevendo um sistema numa rede quase bidimensio-

nal.
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Figura 2.1: Célula unitária quase bidimensional (semelhança cúbica) contendo spins nodais e
decorador. o cı́rculo branco é o spin decorador.

interação de segundos vizinhos J2, antiferromagnética com os spins nodais da rede. Os átomos

de oxigênio que se localizam no plano xy entre dois átomos de cobre, tem interação aleatória ou

seja, uma interação efetiva ferromagnética JF , surgindo ai o fenômeno frustração no sistema,

isto é, JF é o acoplamento de troca aleatório entre o spin decorador e o spin nodal (vértice),

(simulando a interação Cu−O). Então o modelo pode ser descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H = ∑
〈i, j〉∈x,y

J1SA
i SB

j + ∑
〈〈i, j〉〉∈x,y

J2SA
i SA

j − ∑
〈i, j〉∈x,y

JFσi

(
SA

j +SB
j

)
+

+λJ1 ∑
〈i, j〉∈z

SA
i SB

j −H ∑
i, j,k

(σi +SA
j +SB

k ), (2.38)

sendo que, Sν
i (ν = A,B) é o spin− 1

2 nodal da sub-rede ν no sitio i, σi é o spin− 1
2 decorador,

〈i, j〉 ∈ x,y indica o somatório ao longo dos quatro primeiros vizinhos que pertence ao mesmo

plano (simulando o plano CuO2), 〈〈i, j〉〉 ∈ x,y significa o somatório sobre os quatro segundos

vizinhos no plano e 〈i, j〉 ∈ z é a soma sobre os dois primeiros vizinhos interplanos e H é o

campo magnético externo aplicado ao sistema.

A interação Cu−O, sobre o plano xy, com JF , obedece a seguinte distribuição (quenched)

de probabilidade Eq.(2.39) e (2.40) onde Je f e he f serão deduzidos a seguir.

P(J(1)i j ) = pδ (J(1)i j − Je f )+(1− p)δ (J(1)i j − J1), (2.39)

P(h(1)i ) = pδ (h(1)i −he f )+(1− p)δ (h(1)i −H), (2.40)

sendo que, p ∈ [0,1] e p é a concentração de ligações decoradas, hi é a interação do campo no
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sı́tio i e, os operadores Sν
i ,σi são limitados aos valores ±1.

2.3.3 Determinação dos Acoplamentos efetivos de interação entre spins e Campo Magnético

No intuito de apresentar uma formulação matemática e comparativa, utilizando a técnica

do operador diferencial em aglomerados com um spin (EFT-1), pode-se descrever qualitativa-

mente o limite de estabilidade das fases AF e P, utilizando a transformação decoração-iteração

no modelo dado pela Eq.(2.38).

A transformação decoração-iteração consiste na obtenção de parâmetros efetivos de

interação Fig.2.2 para os spins da rede original, a partir da realização do traço parcial sobre

os spins decoradores no modelo em estudo. Para determinar o acoplamento efetivo equivalente

Figura 2.2: Representação das interações antes e depois da transformação-iteração com a
dizimação do ı́on de Oxigênio.

entre os spins, não dependente da configuração do sistema decorador, conforme ilustrado pela

Fig.2.2, deve-se impor a seguinte igualdade, pela invariância do sistema e pelo processo de

dizimação

Ae−βJe f S1S2+Le f (S1+S2) = Trσ0e−βJ1S1S2+βJ2S1S2+βJF σ0(S1+S2)+L(S1+S2+σ0). (2.41)

Através do uso da transformação decoração-iteração de Fisher (FISHER, 1959) na rede
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original, obtém-se o seguinte Hamiltoniano efetivo:

H1e f = ∑
〈i, j〉∈x,y

J(1)i j SA
i SB

j + ∑
〈〈i, j〉〉∈x,y

J2SA
i SA

j +λJ1 ∑
〈i, j〉∈z

SA
i SB

j −H ∑
i, j

SA
i SB

j . (2.42)

No plano xy, as interações de primeiros vizinhos entre spins nodais, Cu−Cu, são

descritas por uma distribuição (quenched) de probabilidade dada pela Eq.(2.39) e Eq.(2.40).

Definindo:

Le f = βHe f , Ke f = βJe f , K1 = βJ1, K2 = βJ2, KF = βJF , L = βH e sendo σ0 =±1,

teremos:

Ae−Ke f S2+Le f (S1+S2) = e−K1S1S2+K2S1S2+KF (S1+S2)+L(S1+S2+1)+

+e−K1S1S2+K2S1S2−KF (S1+S2)+L(S1+S2−1). (2.43)

Assim, para configuração de spins S1 = S2 = 1 temos:

Ae−Ke f+2Le f = e[−K1+K2+2KF+L+2L]+ e[−K1+K2−2KF−L+2L]. (2.44)

Agora, escolhendo a configuração dos spins como S1 =−S2 = 1

AeKe f = e[K1−K2+L]+ e[−K1+K2−L]. (2.45)

E finalmente tomando a seguinte configuração S1 = S2 =−1 obteremos:

Ae−Ke f−2Le f = e[−K1+K2−2KF+L−2L]+ e[−K1+K2−2KF−L−2L]. (2.46)

Assim dividindo a Eq.(2.44) pela Eq.(2.46) teremos:

e4Le f = e4L cosh(2KF +L)
cosh(2KF −L)

, (2.47)

dividindo a Eq.(2.46) pela Eq.(2.45) e multiplicando pelo resultado da divisão da Eq.(2.44)

pela Eq.(2.45) teremos:
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A2e−2Ke f

A2e2Ke f
=

e−2K1+2K24cosh(2KF +L)cosh(2KF −L)
4e2K1−2K2 cosh2(L)

(2.48)

reescrevendo temos então:

e−4Ke f =
e−4K1+4K2 cosh(2KF +L)cosh(2KF −L)

cosh2(L)
(2.49)

logo

Le f = L+
1
4

ln
[

cosh(2KF +L)
cosh(2KF −L)

]
(2.50)

e

Ke f = K1−K2−
1
4

ln
[

cosh(2KF +L)cosh(2KF −L)
cosh2(L)

]
. (2.51)

Os parâmetros de frustração são definidos como α1 e α2, mostrado abaixo:

α1 =
JF

J1
, (2.52)

α2 =
J2

J1
. (2.53)

2.3.4 Abordagem do Modelo na Aproximação de Campo Médio

O Hamiltoniano mostrado na Eq.(2.38), pode também descrever ouros tipos de siste-

mas, estando estes sistemas em função do parâmetro de anisotropia λ ou seja, quando temos

λ = 0 é o caso bidimensional, para λ = 1 é o caso, tridimensional e no nosso caso, quase

bidimensional λ = 10−5 (PADILHA;PACOBAHYBA,2006).

Para aplicação do método em nosso modelo, vamos considerar o Hamiltoniano de

estudo dado pela Eq.(2.38). Partindo do princı́pio variacional de Bogoliubov, temos que,

〈F〉c ≤ 〈F0〉c + 〈〈H−H0〉t〉c, (2.54)

onde, F representa a energia livre de Helmholtz, H é o Hamiltoniano do nosso sistema e H0 e

o Hamiltoniano de tentativa, da qual conhecemos a solução exata, 〈...〉c denota a média confi-

guracional sobre a distribuição do campo aleatório e, 〈...〉t é a média térmica referente a H0 na

qual tem o seguinte Hamiltoniano (também estudado por Almeida(ALMEIDA,2007))

H0 =−ηA ∑
i∈A

SA
i −ηB ∑

i∈B
SB

i −∑
i

HiSi, (2.55)
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onde, ηA e ηB são parâmetros variacionais. O Hamiltoniano para cada sub-rede são escritos

como mostrado abaixo:

H0A =−ηA ∑
i∈A

SA
i −∑

i
HiSA

i (2.56)

e

H0B =−ηB ∑
i∈A

SB
i −∑

i
HiSB

i (2.57)

Para resolução da Eq.(2.54), vamos inicialmente determinar a função de partição dada

pela canônica (Eq.2.1) para as sub-redes A e B nos Hamiltonianos das Eqs.(2.56) e (2.57)

respectivamente, o qual obtivemos:

ZA = Treβ (ηA ∑i∈A SA
i +∑i HiSA

i ), (2.58)

e

ZB = Treβ (ηB ∑i∈A SB
i +∑i HiSB

i ). (2.59)

Adotando os valores Si =±1, nas Eq.(2.58) e Eq.(2.59), temos respectivamente:

ZA = [eβ (ηA+H)+ e−β (ηA+H)]
N
2 = [2coshβ (ηA +H)]

N
2 ,

e

ZA = [eβ (ηB+H)+ e−β (ηB+H)]
N
2 = [2coshβ (ηB +H)]

N
2 ,

onde, N
2 é pelo fato de estarmos considerando duas subredes. Fazendo a conexão com a termo-

dinâmica usando a Eq.2.2, temos a seguir a energia livre das subredes A e B, calculada através

da desigualdade de Bogaliubov, respectivamente escrita como:

F0A =−KBT
N
2

ln[2coshβ (ηA +H)], (2.60)

F0B =−KBT
N
2

ln[2coshβ (ηB +H)]. (2.61)

Calculando agora a soma da médias 〈F0〉c = 〈F0A〉c + 〈F0B〉c das duas energias repre-

sentada pelas Eqs(2.60) e (2.61), temos:

〈F0〉=−
N
2β
〈ln[2coshβ (ηA +H)]〉c−

N
2β
〈ln[2coshβ (ηB +H)]〉c. (2.62)

Agora calculando a média, 〈H−H0〉, temos o seguinte resultado:
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〈H−H0〉= ∑
nn

J1
i jS

A
i SB

j +∑
nnn

J2
i jS

A
i SA

j +λJ1 ∑
〈i, j〉∈Z

SA
i SB

j +ηA ∑
i

SA
i +ηB ∑

i
SB

i . (2.63)

Usando o desacoplamento de correlações de spins (ZERNIKE,1940) aplicando a aproximação

dada por: 〈σiσi+δx〉= 〈σi〉〈σi+δx〉, logo temos

〈〈H−H0〉〉c = z
N
2

J1
i 〈SA〉〈SB〉+ z

′N
4

J2
i j(〈SA〉〈SA〉+ 〈SB〉〈SB〉)+

+z
′′N

2
λJ1〈SA〉〈SB〉+

N
2

ηA〈SA〉
N
2

ηB〈SB〉, (2.64)

sendo que Ji j denota o acoplamento determinado após o cálculo das médias 〈...〉t e 〈...〉c e z o

número de coordenação.

Definição:

〈SA〉t ≡ mA e 〈SB〉t ≡ mB.

Minimizando o funcional energia, temos que,

〈F(H)〉c ≤Φ = 〈F0〉c + 〈〈H−H0〉〉c. (2.65)

Calculando mA e mB através das equações abaixo,

mA = 1
β

∂ lnZ0A
∂ηA

e mB = 1
β

∂ lnZ0B
∂ηB

, por outro lado, pela definição de média (no ensemble),

temos:

mA = 〈 1
β

∂ ln[2coshβ (ηA +H)]

∂ηA
〉c = 〈tanhβ (ηA +H)〉c (2.66)

mB = 〈 1
β

∂ ln[2coshβ (ηB +H)]

∂ηB
〉c = 〈tanhβ (ηB +H)〉c. (2.67)

Minimizando o funcional com respeito aos parâmetros ηA e ηB, e obtendo estes através

das derivadas abaixo de acordo com as condições estacionária da energia livre de Helmholtz,
∂ 〈Φ〉c
∂ηA

= 0 e ∂ 〈Φ〉c
∂ηB

= 0, obtendo assim, ηA e ηB respectivamente. Substituindo nas Eq.(2.66) e

(2.67) nessa ordem, temos a magnetização das sub-redes A e B, por definição de média, como

podemos ver abaixo:
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mA = 〈tanhβ (−zJ1
i jmB− z

′
j2mA− z

′′
λ j1mB +H)〉c, (2.68)

mB = 〈tanhβ (−zJ1
i jmA− z

′
j2mB− z

′′
λ j1mA +H)〉c. (2.69)

onde, i e j representa os sı́tios na rede, J1
i j a interação de troca entre todos os primeiros vizinhos

e, j2 a interação de troca entre segundos vizinhos.

Utilizando em conjunto, as definições para a magnetização m e ms, temos:

m =
(mA +mB)

2
,

ms =
(mA−mB)

2
.

onde, fazendo uso da distribuição de probabilidade quenched nas Eqs.(2.39 e Eq.(2.40), tem-se:

m = 〈mA

2
+

mB

2
〉c =

1
2

∫ ∫
mA{ρ( j1

i j)ρ(H}d j1
i jdH+

+
1
2

∫ ∫
mB{ρ( j1

i j)ρ(H}d j1
i jdH. (2.70)

2.3.5 Resultado de Campo Médio para o Modelo

Resolvendo numericamente a Eq.(2.70) auto-consistente, junto com as definições para

m e ms, obteremos os gráficos de m e ms respectivamente, em função da temperatura, com o

objetivo de mostrar o surgimento do efeito de frustração, devido a competição de interações J1

e J2 e, ilustrar a tendência ao aparecimento de duas temperaturas crı́ticas (TN1 e TN2), respecti-

vamente.

Na Fig.2.3 representando o plano (KBTN
J1

,m) em função de H, mantidos fixos os parâmetros

de frustração α1, α2 e concentração p, observa-se o comportamento da temperatura em relação

a magnetização total. A temperatura decresce à medida que a magnetização cresce, e a partir do

valor T ' 1,2 (da direita para esquerda), num pequeno intervalo, a magnetização cai, enquanto

a temperatura também cai, e logo em seguida voltando a se comportar de forma inversamente,

isso devido ao fenômeno de frustração aplicado por α1 e concentração p, e ao efeito do campo

sobre o sistema, tendo em vista que o modelo é sensı́vel à interferência de forças externos.

Na Fig.2.4 mantidos fixos α1, α2, concentração p e variando H, podemos notar que a
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Figura 2.3: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,m) para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado quase 2d, para diferentes valores dos parâmetros de Frustração via Campo Médio
mantendo fixo α1, α2 e concentração p e variando H.

magnetização residual cresce enquanto a temperatura crı́tica de transição diminui, aproximando-

se de T = 0. Podemos interpretar ao visualizar as curvas da magnetização residual que, pontos

próximos de 0.5 (da esquerda para direita), a temperatura cresce à medida que a magnetização

cresce também, e depois desse valor, o efeito é inverso ou seja, a temperatura aumenta e a

magnetização remanescente diminui. Esse fenômeno é mais visı́vel para campos maiores, como

o exemplo dado pela curva para H = 3.05, pois o que se nota é, se aumentarmos mais o campo,

teremos mais reentrâncias convergindo para valores ms = 0 que será caracterizado pela presença

de duas temperaturas crı́ticas (TN1) e (TN2).

A seguir, o modelo será tratado por uma técnica mais elaborada que leva em conta as

correlações entre spins a fim de melhorar resultados obtidos na teoria de campo médio.

2.4 Formalismo da Teoria de Campo Efetivo

Na mecânica estatı́stica, todo estudo teórico com o intuito de obter as propriedades de

um certo modelo, deve-se ter como ponto de partida a função de partição Eq.2.1. A solução

da função de partição é de extrema dificuldade, uma vez que nem sempre é possı́vel calcular o

traço da exponencial de uma matriz, sendo este, inclusive, um dos maiores obstáculo no trata-

mento teórico dos sistemas de muita partı́culas interagentes. Uma forma de calcular o traço da

exponencial do Hamiltoniano, seria diagonalizar a matriz H , reescrevendo a função de partição
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Figura 2.4: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,ms) para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado quase 2d, para diferentes valores dos parâmetros de Frustração via Campo Médio
mantendo fixo α1, α2 e concentração p e variando H.

como Z =
N
∑

i=1
e(−λ1), em que λi são os autovalores do Hamiltoniano H . Contudo, assumindo

o limite termodinâmico N −→ ∞, é necessário calcular infinitos autovalores. Em função disso,

poucos modelos teóricos apresentam uma solução exata, dessa forma o desenvolvimento de

métodos aproximados que contornem esse problema é de fundamental importância.

Figura 2.5: Representação de um sistema de N partı́culas (sistema Ω ∪ Ω′) .

Partindo desses princı́pios, surge então a Teoria de Campo Efetivo, um método de

aproximativo analı́tico que aliado a técnica do operador diferencial (HONMURA,1978), tem

mostrado resultados satisfatórios para diversos modelos os quais não existem ainda resultados

exatos. A teoria de Campo Efetivo apresenta vantagem no cálculo de sistemas cooperativos de

variáveis de spins.
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Ao considerarmos um modelo com N partı́culas interagentes Fig.2.5, em uma deter-

minada rede, o Hamiltoniano H que descreve esse sistema pode ser separado em duas par-

tes distintas: uma representando um aglomerado Ω de n < N variáveis de spins, levando em

consideração as interações dentro do aglomerado e nas suas vizinhanças, e a parte restante, que

não possui spins pertencentes ao aglomerado, denotado por Ω′. Desta forma, o Hamiltoniano

do sistema é escrito da seguinte forma

H = H{n}+H{N−n}, (2.71)

Sabe-se que, para calcularmos a média de uma quantidade termodinâmica A, temos do

formalismo do ensemble canônico, a definição dada pela Eq.(2.72), onde o funcional Tr é no

espaço de todos os spins, como se ver abaixo

〈A〉=
Tr
(

Ae−βH
)

Tr
(
e−βH

) . (2.72)

Tendo em vista que os Hamiltonianos H {n} e H ′
{N−n} possam comutar, ou seja,[

H{n},H
′
{N−n}

]
= 0, o traço da Eq.(2.72) poderá ser efetuado em dois passos: primeiro, con-

siderando o os spins que pertencem ao aglomerado finito Ω, i.e., TrΩ, e em seguida, sobre os

spins da vizinhança ou seja, os que não pertencentes ao aglomerado Ω, que é denominado por

TrΩ′ como pode ser mostrado no sistema da Fig.2.3.

Atendendo ao operador O{n} das variáveis de spin, o qual pertencem ao aglomerado

Ω(n), temos o valor médio da grandeza O{n}, de acordo com a Eq.(2.71), poderá ser repre-

sentado como mostra a equação abaixo

〈O{n}〉=
Tr
(

O(n)e−βH
)

Tr
(
e−βH

) =
Tr
(

O(n)e−β [H{n}−H ′]
)

Tr
(
e−βH

) , (2.73)

ou também da seguinte forma

〈O{n}〉=
Tr′e−βH ′

Tr{n}e
−βH{n}

Tr
(
e−βH

) . (2.74)

Ao multiplicarmos e dividirmos a Eq.(2.74) por Tr{n}e
−βH{n} considerando que, H {n} e

H ′
{N−n} comutem, o resultado não se altera, podendo assim ser reescrita da forma
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〈O{n}〉= 1
Tr
(
e−βH

)Tr

e−βH Tr{n}O{n}e
−βH{n}

Tr{n}
(

e
−βH{n}

)
 . (2.75)

Fazendo uma comparação da Eq.(2.75) com a Eq.(2.72), poderemos identificar o valor

médio da variável, a qual é dada pela equação

Tr{n}O{n}e
−βH{n}

Tr{n}
(

e
−βH{n}

) . (2.76)

Observa-se pela Eq.(2.76) e da definição Eq.(2.72) que a média térmica de O{n} no

ensemble canônico é expressa por:

〈O{n}〉=

〈
Tr{n}O{n}e

−βH{n}

Tr{n}
(

e
−βH{n}

) 〉 , (2.77)

onde, Tr{n} representa o traço parcial sobre os auto-estados das variáveis de spin pertecentes

ao aglomerado Ω, especificadas pelo Hamiltoniano H{n} , e 〈...〉 indica a média termodinâmica

usual, aplicada sobre o Hamiltoniano total H do sistema. A partir dessa equação, pode-se

explorar as partes que pertencem ao aglomerado e não pertencente, dai pode-se derivar uma

identidade de correlação muito importante dada abaixo

〈{n}O{n}〉=

〈
{n}

Tr{n}O{n}e
−βH{n}

Tr{n}
(

e
−βH{n}

) 〉 . (2.78)

A Eq.(2.77) é válida para qualquer valor de spin (SUZUKI, 1963) e qualquer funcional O{n},
desde que a comutação entre H {n} e H ′

{N−n} exista. A Eq.(2.77) foi usada de forma aproxi-

mada por Sá Barreto e Fittipaldi (1985) no estudo do modelo de Ising - 1
2 com campo transverso,

obtendo resultados satisfatórios comparados com por exemplo, o método de expansão em série.

2.4.1 Aplicação da Teoria de Campo Efetivo

No intuito de melhor entender a teoria, aplicaremos os conceitos de campo efetivo ba-

seada na técnica do operador diferencial no modelo de Ising de spin 1
2 sem campo, para ilustrar

a identidade Eq.(2.77), e em particular a identidade de Callen-Suzuki. Assim o Hamiltoniano

da Eq.(2.5) fica representado como mostra a expressão Eq.(2.79), que substituindo a Eq.(2.79)

na Eq.(2.77), e definindo O(n) = σ1, obtemos a Eq.(2.80) como é mostrado abaixo
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H1 =−JS1 ∑〈−→
δ

〉σ
i+
−→
δ
, (2.79)

〈σ1〉=

〈
Tr1(σ1e−βH)

Tr1(e−βH)

〉
, (2.80)

onde K = βJ. A função de partição fica da forma

Z1 = Tre−βH1 = e
K ∑

〈−→δ 〉
σ

1+
−→
δ

+ e
−K ∑

〈−→δ 〉
σ

1+
−→
δ

(2.81)

Z1 = 2cosh

K ∑〈−→
δ

〉σ
1+
−→
δ

 . (2.82)

Podemos calcular a magnetização por spins, definindo Q = K ∑〈−→
δ

〉σ
1+
−→
δ

, partindo da

Eq.(2.82),ou seja:

m = 〈σ1〉=
〈

∂ lnZ1

∂Q

〉
=

〈
tanh

K ∑〈−→
δ

〉σ
1+
−→
δ

〉 . (2.83)

A Equação (2.83) ficou conhecidas como identidade de Callen e Suzuki e, foram ini-

cialmente utilizadas para encontrar funções de correlação e temperatura crı́tica através de ex-

pansões em séries de altas temperaturas, e também aplicada ao modelo de Ising de spin 1
2 , sendo

deduzida pela primeira vez por Callen (1963) onde utilizou o formalismo da função de Green,

dependente de dois tempos e temperatura, e Suzuki(1963) generalizou para spin S geral.

Fazendo uso da identidade do operador diferencial ou de projeção, que é definido pela

relação eαDxF (x) = F (x+α) onde Dx =
∂

∂x , a Eq.(2.83) ficará reescrita da seguinte forma

m =

〈
z

∏
−→
δ

eKσ

(
1+
−→
δ

)
Dx

〉
tanh(x) |x=0 . (2.84)

Empregando a identidade de van der Waerden para spin 1
2 , isto é, eασi = coshα +

σisenhα , a qual (σi =±1), a Eq.(2.84) ficará assim escrita
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m =

〈
z

∏
−→
δ

[
cosh(KDx)+σ

1+
−→
δ

senh(KDx)
]〉

tanh(x) |x=0 . (2.85)

A equação acima (Eq.(2.85)) é exata, mas a manipulação matemática é difı́cil, pois

as correlação entre muitos spins são envolvidas no segundo membro, gerando um conjunto

infinito de equações acopladas de funções de correlação. Considerando como primeiros vizi-

nhos {σ2,σ3,σ4,σ5} do aglomerado Ω = {σ1}, a equação Eq.(2.85) para uma rede quadrada

(z = 4),ficará reescrita da forma

m = (αx +σ2βx)(αx +σ3βx)(αx +σ4βx)(αx +σ5βx) tanh(x) |x=0 . (2.86)

onde αx = cosh(KDx) e βx = senh(KDx). A equação Eq. (2.86) pode ser reescrita, usando

o artifı́cio de que Φpar (Dx) tanhx |x=0= 0, da forma como na Eq.(2.87) ou usando simetria

translacional Eq.(2.88) como mostrado abaixo

m = A〈σ2 +σ3 +σ4 +σ5〉+B〈σ2σ3σ4 +σ2σ3σ5 +σ3σ4σ5 +σ2σ4σ5〉 , (2.87)

m = 4Am+4B〈σ2σ3σ4〉 , (2.88)

onde, A = α3
x βx tanh(x) |x=0=

t4+2t2
8 , B = αxβ 3

x tanh(x) |x=0=
t4−2t2

8 e tn = tanh(nK).

A Eq. (2.88) pode se mostrar de varias outras maneiras similares, que podem ser

obtidas para funções de correlação, e são identificadas como equações de Dobrushin-Lanford-

Ruelle (1969) e utilizadas em teorias de campos para escrever a distribuição de probabilidade no

limite de volume infinito, de uma forma mais precisa (PARISI,1988). As funções de correlação

dos spins são desacopladas fazendo uma primeira aproximação (superior a MFA),da forma

〈
〈σiσ j...σn

〉
〉c ' 〈〈σi〉〉c

〈
〈σ j
〉
〉c...〈〈σn〉〉c, (2.89)

com i 6= j 6= ... 6= n, mv =
〈
〈σ v

i
〉
〉c, mu = 〈〈σu

i 〉〉c, e é conhecida como desacoplamento de

Zernike (1940), a qual não considera a correlação entre diferentes spins porém, as relações do

tipo 〈(Sv
i )

2〉= 〈(σi)
2〉=1 e 〈(σi)

2n+1〉 = 〈(σi) são tomadas exatamente na contagem, o que é

feito usando a identidade de van der Waerden, enquanto a aproximação de campo médio usual,

despreza todo tipo de correlação ou seja, 〈(σi)
n〉= 〈(σi)〉n. Usando a aproximação Eq.(2.89), a
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Eq. (2.88) ficará reescrita na forma de EFT-1 (Effective Field Theory) como mostrado a seguir

m = A1 (T )m+A3 (T )m3, (2.90)

onde, A1 (T ) = 4A = 1
2(t4 + 2t2) e A3 (T ) = 4B = 1

2(t4− 2t2), lembrando que tn = tanh(nK) e

T = K−1. Podemos obter numericamente a partir da Eq. (2.90) fazendo m→ 0, a temperatura

crı́tica TC , tendo como resultado

A1 (TC) = 1, (2.91)

que pode ser encontrado através da Eq. (2.91) kBTC
J = 3.089 (4,00, MFA), e pode ser comparada

com a solução exata kBTC
J = 2.269. Podemos mostrar através da Eq. (2.90), que próximo da

criticalidade, a magnetização se anula segundo uma lei de potência, com um expoente crı́tico

β = 1
2 , que é o esperado, pois o tratamento é o de campo efetivo, resultando para a magnetização

uma expressão m = Φ(m) que é autoconsistente.

Para qualquer rede com número de coordenação z, podemos aplicar o desacoplamento

Eq.(2.89), o que significa fazer a seguinte aproximação na Eq. (2.85)

m =

〈
z

∏
−→
δ 6=±1

coshKDx +σ
1+
−→
δ

senhKDx

〉
tanh(x) |x=0, (2.92)

ou

m =
(

coshKDx +σ
1+
−→
δ

senhKDx

)
tanh(x) |x=0 . (2.93)

Podemos escrever a Eq.(2.93), usando o fato de que Φpar (Dx) tanhx |x=0= 0 da forma

geral e reduzida

m =
[z]

∑
p=0

Az
2p+1 (T )m2p+1, (2.94)

com

Az
n (T ) =

z!
(z−n)!n!

α
z−n
x β

n
x tanhx |x=0, (2.95)

onde, se z for ı́mpar é [z] = z−1
2 e, se z for par será [z] = z−2

2 da forma como aparece. Obtém-se

a temperatura crı́tica através da Eq. (2.91) quando fazemos o limite m→ 0 ou seja,

Az
n (TC) = 1, (2.96)
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o qual obtemos a solução exata TC = 0 para uma rede linear (z = 2), que é melhor do que

o obtido através de MFA ou seja, TC = 2.00. Para redes cúbicas simples (z = 6), pode-se

comparar com resultados de simulação Monte Carlo (LANDAU,2000) kBTC
J = 4.511, na qual

nos mostra a Eq. (2.96) kBTC
J = 5.073 (6.000, MFA).

Através dessa teoria, podemos obter as grandezas termodinâmicas como, (energia in-

terna, calor especı́fico, susceptibilidade), contudo nos limitaremos a analisar a criticalidade,

onde TC será obtido. Podemos encontrar expoentes clássicos no presente formalismo, expresso

pela equação de estado Eq.(2.94), que na sua versão simples de um único spin, não conse-

gue diferenciar a topologia do sistema. Uma rede bidimensional com topologia triangular por

exemplo, tem o mesmo número de coordenação z = 6 de uma rede cúbica sı́mples, ou seja, a

aproximação EFT-1 encontra utilizando a Eq. (2.94) para as duas redes mencionadas acima
kBTC

J = 5.073.

A aproximação que nos permite reescrever a média da tangente hiperbólica Eq.(2.80)

da média do argumento, é a de campo médio (MFA), como mostra as Eqs.(2.97) e (2.98)ou

seja, reproduz o mesmo resultado de MFA-1 dado pela Eq. (2.10), reproduzindo TC (z = 2) 6= 0

de modo errôneo.

m =

〈
tanhK ∑

−→
δ

σ
1+
−→
δ

〉
' σ1 = tanhK

〈
∑
−→
δ

σ
1+
−→
δ

〉
(2.97)

m = tanh(zKm) (2.98)

O uso do desacoplamento Eq.(2.89), que obtém como resultado de EFT-1 Eq.(2.94),

onde as funções de correlação entre spins diferentes são tratados com uma aproximação, mas

em relação a cinemática de spin σ2n
i = 1 (σi =±1) foi tratada de forma exata com uso da

identidade de van der Waerden
(

eλσi = coshλ +σisenhλ

)
. Por outro lado, a MFA trata tanto

as correlações quanto as auto-correlações
〈
σ2

i
〉

de forma aproximada, tendo resultado espúrio

TC (z = 2) 6= 0 consequentemente.

Fazendo o uso de EFT-1 Eq.(2.94), com o desacoplamento Eq.(2.89), as funções de

correlação entre spins diferentes tem tratamento com aproximação de forma exata, através da

identidade de van der Waerden, enquanto que MFA, trata tanto as correlações como as auto-

correlações σ2n
i . Os métodos mais utilizados para resolução de problemas de muitos corpos

na mecânica estatı́stica é MFA, onde é possı́vel encontrar na literatura, a saber: metamag-

neto (RUNEHR;FIGUEIREDO,1998), vidro de spin (WALASEK;CIEPLAK,1997), entre ou-

tros (PARENTE,2009).
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3 ESTUDO DO MODELO DE ISING, FRUSTRADO, ALEATORIAMENTE
DECORADO COM INTERAÇÕES DE PRIMEIROS E SEGUNDOS VIZINHOS
SUBMETIDO A CAMPO MAGNÉTICO

3.1 Considerações Gerais

As investigações inerentes ao Hamiltoniano de Ising tem sido um dos modelos inten-

sivamente estudado na mecânica estatı́stica nos últimos anos. Soluções exatas têm sido obtida

para modelos unidimensionais e certas classes de redes bidimensionais. A simulação de Monte

Carlo (LANDAU, 2000), tem sido o método mais adequado para tratar este modelo em redes

tridimensionais. Por outro lado, técnicas mais simples que fazem uma descrição qualitativa

bastante razoável deste modelo, revelam-se satisfatória quando comparadas com resultados ex-

perimentais. Entre elas, destacam-se: (BOMFIM e FITTIPALDI, 1983),(HONMURA e KA-

NEYOSHI, 1979). O estudo do modelo antiferromagnético surgiu com mais intensidade a

partir do trabalho de pesquisa feito por Neel, em (NEEL, 1932), quando determinou a tempera-

tura crı́tica (TN), a qual as magnetizações de sub-redes se anulam para o modelo de Ising com

interações de primeiros vizinhos. Os modelos antiferromagnéticos tem sido a grande motivação

de estudos (GALAM et al, 1988), devido ao fato de se notar no diagrama de fase, a existência

de transições de fase induzidas por campos externos e à frequência de pontos multicrı́ticos.

Ainda que o modelo Ising numa rede quadrada, com interação entre primeiros vizi-

nhos J1 sejam obtidas exatamente, com propriedades de spin-1
2 , este modelo simples ainda é

incapaz de explicar diversos fenômenos 1 reais, ocorridos sobretudo em sistemas 2d e quase

2d (MORÁN-LOPES, AGUILERA GRAJA e SANCHES, 1993). Para explicar algumas pro-

priedades fı́sicas desses sistemas, a interação de longo alcance deve ser considerada. Todavia,

quando as interações distantes são levadas em conta, ou quando é aplicado ao sistama um campo

magnético, o Hamiltoniano se torna de difı́cil solução, implicando algum tipo de aproximação

que reproduza com certeza resultados experimentais já obtidos.

Na literatura, a interação de primeiros e segundo vizinhos (J1 − J2), numa rede d-

1O caso da não aplicabilidade do Hamiltoniano de Ising na sua forma simples, com interação só de primeiros
vizinhos: O oxigênio disposto na base do plano XBa2Cu3Oδ , onde X é um átomo de terra rara e 0 ≤ δ ≤ 1
(MORÁN-LOPES, AGUILERA-GRAJA e SANCHES, 1993)
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dimensional, é conhecido como diagrama de fase no estado fundamental (T = 0) do modelo

Ising (PACOBAHYBA, 2006). As fases ferromagnética (F), antiferromagnética (AF), supe-

rantiferromagnética (SAF) e paramagnética (P) são as possı́veis fases encontradas numa rede

quadrada. A dependência destas fases está na razão entre as interações de primeiros e segundos

vizinhos, denominada pelo parâmetro de frustração e definido como α2 =
J2
J1

. É observada em

uma variedade de sistemas, a transição de fase em sistemas de spin com frustração. Também

é observado em alguns casos, o fenômeno de reentrância, o qual é importante para estabelecer

conexão com a transição vidro de spin (spin− glass transitions) (SANTOS, 1987) e (VAKS,

1966). A degenerescência e o crescimento na energia do estado fundamental (t = 0), assim

como também, um decréscimo na temperatura de transição sobre o estado ordenado, é causado

devido a presença de frustração no sistema.

Para a descrição de sistemas magnéticos numa rede quadrada, a representação do mo-

delo, J1− J2, é muito importante, onde os momentos de dipolo de spin-1
2 nos sı́tios da rede,

interagem entre primeiros vizinhos (lados do quadrado) Fig.2.1 e em segundos vizinhos (dia-

gonais). Atualmente o modelo J1− J2 é estudado (SILVA,2010) com interações de primeiros

vizinhos antiferromagnéticas J1 > 0 e, também de segundos vizinhos J2 > 0, sendo um tema de

muitas pesquisas, motivadas sobretudo, com a descoberta dos supercondutores de altas tempe-

raturas. O parâmetro de frustração α = J2
J1

resulta ser um estudo adequado no sistema. O estado

fundamental (T = 0) do sistema será determinado pelo valor de α . O estado fundamental será

antiferromagnético quando J2 << J1, onde os spins se ordenam antiparalelamente em relação

aos seus primeiros vizinhos. Em contrapartida, quando J2 cresce em relação a J1, a frustração

começa a desordenar o antiferromagneto dos momentos magnéticos e, consequentemente, ou-

tros estados fundamentais com ordenamentos diferentes surgem. Como exemplo pode-se citar

o caso clássico de transição de fase de primeira ordem, do estado antiferromagnético para o

estado colinear, quando J2
J1
= 0,5.

Com a entrada de compostos supercondutores de altas temperaturas, por Bednorz e

Müller em (BEDNORZ e MÜLER, 1986) no cenário da pesquisa, modelos fenomenológicos

foi propostos na tentativa de descrever suas propriedades magnéticas e de transporte. Como

exemplo, no compostos formados por planos de CuO2, o magnetismo é o elemento fundamental

para uma possı́vel teoria microscópica. Sabe-se que, os ı́ons de cobre interagem antiferromag-

neticamente com um acoplamento J1 no plano e λJ1 entre planos na fase pura dos compostos

(La2CuO4 (2-1-4), e é descrito teoricamente pelo modelo de Heisenberg antiferromagnético

quase-2d de spin-1
2 , conforme (SHIRANE et al, 1987), (VAKNIN, 1987) e (TRANQUADA,

1988), os quais obtiveram resultados através dos experimentos de espalhamento de nêutrons.

Por exemplo, ı́ons de oxigênio situados entre os átomos de cobre (Cu) no plano, apresenta um
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desbalanceamento de carga, quando dopado de composto puro de La2CuO4 com elementos

alcalinos (Ba, Sr),, induzindo assim um spin (−→σ ) efetivo 1
2 , que tenha de maneira aleatória,

interação ferromagnética, provocando assim o fenômeno de frustração com estes átomos.

A competitividade de interações nos planos de CuO2, diminui a ordem antiferromagnética

do sistema, e a temperatura de Neel (TN) diminui à medida que a concentração de buracos au-

menta, anulando-se finalmente no valor crı́tico xC. A fase supercondutora para x > xC, aparece,

onde as correntes supercodutoras nos planos de CuO2 acopla os pares de Cooper via energia

de exchange. Para descrever as propriedades crı́ticas dos compostos supercondutores de altas

temperaturas formados por planos de CuO2, o modelo de Ising aleatoriamente decorado é usado

com sucesso na fase isolante, embora acredita-se que sistemas com spins sejam melhores des-

critos pelo modelo de Heisenberg. Com a presença de spins decorador, o sistema fica frustrado

(DINGER, 1987), (LYRA, 1993), (OLIVEIRA, 1990), (SANTOS et al, 1989)e (PAUL e MAT-

TIS, 1991). Vários autores estudaram o modelo de Ising decorado através da transformação do

tipo decoração-iteração (SYOZI, 1972) e (SANTOS e FITTIPALDI, 1989), onde suas propri-

edades termodinâmicas e diagramas de fase foram analisados, com interação entre primeiros

vizinhos (SANTOS, 1987), (PAUL, 1991)entre outros.

São objetivos deste capı́tulo estudar o comportamento crı́tico do modelo de Ising de

spin-1
2 , frustrado, aleatoriamente decorado, com interações competitivas de primeiros e segun-

dos vizinhos e campo magnético, simulando (qualitativamente) o comportamento crı́tico da fase

isolante de compostos supercondutores de altas temperaturas, formados por planos CuO2. Para

esse fim, será aplicada a teoria de campo efetivo, via técnica do operador diferencial no modelo

magnético. A princı́pio, o modelo é descrito por um Hamiltoniano Ising aleatoriamente deco-

rado, temperado (quenched), (EFT-1). Em seguida, a transformação do tipo decoração-iteração

(EFT-1) será utilizada como ferramenta de apoio no problema.

3.1.1 Teoria de Campo Efetivo Aplicada ao Modelo de Ising, Frustrado, Aleatoriamente
Decorado com Interações de primeiros e segundos vizinhos submetido a Campo
Magnético

3.1.2 Estudo do Modelo Proposto e Formalismo Teórico

A concentração de buracos criados na banda do oxigênio devido á frustração pode

variar no intervalo 0 ≤ x ≤ 2, tendo o conhecimento de que a supercondutividade substitui

o antiferromagnetismo para x ' 0,05− 0,1 para compostos La2−x(Sr,Ba)xCuO2 (TC ' 40K)

(BEDNORZ, 1986) ou para x≥ 0,30 no composto Y Ba2Cu3O6+x (TC ' 90K) (SHIRANE et al,

1987), e a concentração p de ligações decoradas é um número que varia de 0 à 1. Então, existe
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uma correspondência de um para um entre a densidade de buracos e p, do tipo x = 2p, que

nos permitirá fazer inferências teoria-experiência. Portanto, o presente modelo poderá simular

o comportamento de algumas propriedades magnéticas dos compostos supercondutores de alta

temperatura na sua fase (isolante) antiferromagnética.

O Hamiltoniano descrito pela Eq.(2.38) pode também descrever vários outros tipos

de sistemas, bastando apenas alterar o valor do parâmetro de anisotropia: caso bidimencional

(λ = 0), caso tridimensional (λ = 1). Tais casos, já foram estudados, considerando interação

entre primeiros vizinhos e utilizando a técnica do operador diferencial por (HONMURA e KA-

NEYOSHI em 1978), nas referências (FITTIPALDI et al, 1992) e (PAUL e MATTIS, 1991)

respectivamente. Entretanto, dar-se-á maior ênfase ao caso quase-2d (λ = 10−5) retratado em

(PADILHA, 2006).

No intuito de uma análise do modelo, objetiva-se estudar sua criticalidade, usando

a técnica do operador diferencial num aglomerado com um spin (EFT-1). Desta forma, se

fará uma análise para o Hamiltoniano, descrito na Eq.(2.38), considerando a priori, como spin

central um ı́on de cobre da sub-rede A para a sub-rede B.

Então podemos reescrever o Hamiltoniano da Eq.(2.38) para um aglomerado com um

spin (N=1), representado pela Fig.3.1, considerando como spin central, um ı́on de cobre das

sub-redes ν = A(B) e µ = B(A), a saber:

Figura 3.1: Representação de uma célula unitária com um spin central (Si) após transformação
decoração-iteração e campo magnético.
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H ν
1 = Sν

1

 4

∑
δx,y

J1δx,yS
µ

1+δx,y
+ J2

4

∑
δx,y

Sν

1+δx,y
+λJ1

2

∑
δz

Sµ

1+δz
−H

 . (3.1)

Definindo:

ξ1ν =−β

 4

∑
δx,y

J1δx,yS
µ

1+δx,y
+ J2

4

∑
δx,y

Sν

1+δx,y
+λJ1

2

∑
δz

Sµ

1+δz

 , (3.2)

e substituindo a Eq.(3.2) na Eq.(3.1), tem-se: −βH ν
1 = Sν

1 (ξ1ν +L), sendo L = βH.

Fazendo a média sobre as possı́veis configurações, tem-se a magnetização da sub-

rede ν como mν =
〈〈

Sν
1
〉〉

c , de modo que 〈...〉 representa a média térmica, e 〈...〉c a média

configuracional calculada sobre a probabilidade expressa na Eq.(2.72). Logo, a magnetização

de subrede ν poderá ser expressa como:

mν = 〈〈Sν
1 〉〉c =

〈〈
Tr
[
Sν

1 e−βH ν
1

]
Tre−βH ν

1

〉〉
c

=

〈〈
∂ lnZν

1
∂ (ξ1ν)

〉〉
c
, (3.3)

sendo que, Zν
1 = Tre−βH ν

1 = 2cosh(ξ1ν +L). Pode-se agora a partir da equação acima, encon-

trar a expressão para a magnetização de subrede ν , tal que:

mν = 〈〈tanh(ξ1ν +L)〉〉c . (3.4)

Considerando um aglomerado com um spin, pode-se aplicar a técnica do operador diferencial

na Eq.(3.4), obtendo-se então:

mν =
〈〈

e(ξ1ν )Dx
〉〉

c
F(x)|x=o , (3.5)

com F(x) = tanh(x + L). Fazendo uso da identidade de Van der Waerden eaσi = cosh(a) +

σisenh(a), para um sistema de spin-1
2 com dois estados, de modo a se obter a magnetização das

sub-redes mA e mB, em termos das múltiplas funções de correlação de spin, encontramos como

segue:

mν =

〈〈
4

∏
δx,y

[
αx′1−Sµ

1+δx,y
βx′1

] 4

∏
δx,y

[
αx′2−Sν

1+δx,y
βx′2

] 2

∏
δz

[
αλx′−Sµ

1+δx,y
βλx′

]〉〉
c

F(x)|x=o ,

(3.6)

onde αx′1 = cosh
(

K1δx,yDx
)
, βx′1 = sinh

(
K1δx,y

Dx
)
, αx′2 = cosh(K2Dx) , βx′2 = sinh(K2Dx) ,

αλx′ = cosh(λK1Dx) , βλx′ = sinh(λK1Dx) e K1δx,y = βJ1δx,y,K1 = βJ1,K2 = βJ2.
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Empregando-se o desacoplamento de spins de Zernike, (ZERNIKE, 1940), expressa

pela Eq.(2.89) a qual desconsidera a correlação entre diferentes spins e calculando a média

configuracional de cada termo, tem-se a magnetização expressa por:

mν =
(

X
′
1−mµY

′
1

)4(
X
′
2−mνY

′
2

)4(
X
′
λ
−mµY

′
λ

)2
F(x)|x=o , (3.7)

cujas as médias configuracionais são dadas como:

X
′
1 = 〈αx′1〉= pcosh(Ke f f Dx)+(1− p)cosh(K1Dx),

Y
′
1 = 〈βx′1〉= psinh(Ke f f Dx)+(1− p)sinh(K1Dx), (3.8)

X
′
2 = 〈αx′2〉= cosh(α2K1Dx), (3.9)

Y
′
2 = 〈βx′2〉= sinh(α2K1Dx), (3.10)

X
′
λ
= 〈αλx′〉= cosh(λK1Dx), (3.11)

Y
′
λ
= 〈βλx′〉= sinh(λK1Dx). (3.12)

e

F(x) = 〈tanh(x+L)〉c = p tanh(x+Le f f )+(1− p) tanh(x+L). (3.13)

Devemos lembrar que a presença do campo magnético faz com que a função F(x) não tenha

mais uma paridade bem definida, conforme temos discutido anteriormente neste capı́tulo. De

forma análoga a mν , pode ser obtido a magnetização mµ com as mesmas médias configuracio-

nais, que tem como resultado:

mµ =
(

X
′
1−mνY

′
1

)4(
X
′
2−mµY

′
2

)4(
X
′
λ
−mνY

′
λ

)2
F(x)|x=o , (3.14)

tendo em vista que a função F(x) uma tangente hiperbólica, e também uma função ı́mpar,

então a combinação de operadores diferenciais pares, ϕ̂par(Dx), envolvida na expansão, quando

aplicada no limite x = 0, é nula, ou seja, ϕ̂par

(
D̂x

)
tanh(x)|x=0 = 0. Assim, expandindo-se a

Eq.(3.7), em potências de mA e mB, têm-se:

mν =
4

∑
j=0

4

∑
q=0

2

∑
r=0

C jqr(T,λ , p,H,α1,α2)m
j+r
µ mq

ν , (3.15)

com:

C jqr(T,λ , p,H,α1,α2) = (−1) j+r+q
(

4
j

)(
4
q

)(
2
r

)
.

.X
′(4− j)
1 Y

′( j)
1 X

′(4−q)
2 Y

′(q)
2 X

′(2−r)
λ

Y
′(r)
λ

tanh(x+L)|x=0 , (3.16)
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onde os valores de C jqr(T,λ , p,H,α1,α2) são obtidos analiticamente pela relação eaDxF(x) =

F(x+a), porém omitiremos por serem demasiadamente grandes.

3.1.3 Limite de Estabilidade da Fase Antiferromagnética

Introduzindo as variáveis m = 1
2(mA +mB), definida como a magnetização uniforme

ou magnetização total do sistema e ms =
1
2(mA −mB), definida por magnetização residual

(staggered) podemos reescrever a Eq.(3.14) em termos dessas novas variáveis m e ms, ou seja,

m+ms =
4

∑
j=0

4

∑
q=0

2

∑
r=0

C jqr(T,λ , p,H,α1,α2)[m−ms]
j+rmq

0, (3.17)

e

m−ms =
4

∑
j=0

4

∑
q=0

2

∑
r=0

C jqr(T,λ , p,H,α1,α2)[m+ms]
j+rmq

0, (3.18)

onde usamos o fato de que ma = m+ms e mB = m−ms. Entretanto, estamos interessados

em estudar a criticalidade desse sistema, ou seja, próximo à temperatura crı́tica. Neste caso, a

magnetização Staggered, ms (parâmetro de ordem do sistema) tende a zero com a aproximação

da temperatura de Néel, permitindo considerar apenas os termos lineares em ms na Eq.(3.17)

ou na Eq.(3.18). Este processo gera um conjunto de duas equações acopladas que resolvidas

simultaneamente, obtém-se assim os diagramas de fase, ou seja,

A0(T,λ , p,H,α1,α2,m0) = m0. (3.19)

e

A1(T,λ , p,H,α1,α2,m0) = 1. (3.20)

com

A0(T,λ , p,H,α1,α2m0) =
4

∑
j=0

4

∑
q=0

2

∑
r=0

m j+r
0 C jqr(T,λ , p,H,α1,α2), (3.21)

e

A1(T,λ , p,H,α1,α2m0) =
4

∑
j=0

4

∑
q=0

2

∑
r=0

(−1)(p+q)m j+r−1
0 C jqr(T,λ , p,H,α1,α2), (3.22)

onde m0 é o valor da magnetização total na temperatura crı́tica (ms = 0).

Resolvendo numericamente a Eq.(3.19) e Eq.(3.20), construimos os diagramas de fase

para diferentes valores de α1, α2, p e λ = 10−5(caso quase bidimensional) é que foi possı́vel

observar o comportamento de TN , α1, α2, H, m e ms nos diagramas de fase, nos planos (TN ,H),

(p, KBTN
J1

), (α1,
KBTN

J1
) , (α2,

KBTN
J1

), (KBTN
J1

,h), (TN ,m) e (TN ,ms) para o modelo apresentado.
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Nas Fig.3.2 e Fig.3.3 para T,(H) desenvolveram-se valores diferentes de concentração

p e fixando os parâmetros de frustração α1 e α2, obtendo linhas crı́ticas de transição de segunda

ordem, onde divide a fase antiferromagnética (AF parâmetro de ordem ms 6= 0) da fase para-

magnética (P ms = 0). Foi observado na Fig. 3.2 o fenômeno de reentrância à medida que a

concentração cresce. Verifica-se também que o comportamento do sistema sob a aplicação do

campo externo é o esperado ou seja, quanto maior é o campo externo, menor será a temperatura

crı́tica do sistema. Já na Fig.3.3 pode-se notar que quando aumentamos a interação antiferro-

magnética (α2) a temperatura cai, e o campo passa a decrescer tendendo a uma dupla tempera-

tura crı́tica. Esse comportamento dar origem a reentrâncias devido a frustração do sistema dado

por α1. Para uma explicação fı́sica desse fenômeno, a sua origem é atribuı́da a competição entre

dois tipos de interação por exemplo, uma interação ferromagnética (α1)presente aleatoriamente

na ligação entre os spins decoradores e o spin nodal, e outra interação antiferromagnética (α2)

existente entre os spins da rede estudada (PADILHA, 2006). Quando o efeito de frustração é

grande em baixas temperaturas surge o estado desordenado, e à medida que aumentamos T,

este efeito fica de certa forma enfraquecido, induzindo uma certa ordem (primeira transição

de fase T = TN1) e será destruı́da em altas temperaturas (segunda transição de fase T = TN2).

Esse fenômeno de reentrância ocorre para qualquer valor de concentração p, o que modifica é o

parâmetro crı́tico de frustração α1 como poderá ser visto adiante.

Figura 3.2: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,H/J1),para o modelo de Ising 1/2 , quase 2d
aleatoriamente decorado para diferentes valores da concentração p, mantendo-se fixo α1 = 1.1
e α2 = 0.1.

O diagrama de fase, da Fig.3.2 mantendo fixos os parâmetros de frustração α1 e α2,

mostra claramente que com o aumento da concentração p, a temperatura de transição decresce

e o campo se aproxima do ponto crı́tico. Pode-se observar que para α1=1.1 surge uma pe-
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quena frustração e conseqüentemente o surgimento de reentrância, contudo vale salientar que

no gráfico Fig.3.3 para o valor da concentração p=0.45 a reentrância aparecer fortalecendo as-

sim o que havı́amos visto na Fig.3.2, isso devido ao efeito de competitividade. É notado também

que à medida que o campo aumenta as reentrância desaparecem e assim também as frustrações

tendo em vista que o campo ordena o sistema.

Figura 3.3: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,H/J1),para o modelo de Ising 1/2 , quase 2d
aleatoriamente decorado para diferentes valores do parâmetro de Frustração α2, mantendo-se
fixo α1 = 1.1 e p=0.45.

A Fig.3.3 mostra o diagrama de fase H(T ) para diferentes valores de α2 mantendo fixo

p e α1. Pode-se observar um caso parecido (no surgimento de reentrância) com o que havı́amos

visto na Fig.3.2 para p = 0.45, quando fixamos o valor de α1 e α2 variando p. Pode-se observar

que quando o parâmetro de frustração α2 cresce, a temperatura crı́tica cai fazendo o campo

convergir em um único ponto, desaparecendo assim a reentrância (em função de α2) devido

a pequena frustração aplicada por α1. Pode-se ainda perceber a existência de um α2 crı́tico,

' 0.14, que é onde começam a surgir as reentrâncias até que o valor de H tenda a zero, e então

o aparecimento de uma nova temperatura crı́tica. Observa-se também que após a esse α2 crı́tico,

a temperatura decresce enquanto o campo aumenta, o que caracteriza um comportamento crı́tico

de um metamagneto.
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Figura 3.4: Diagrama de fase no plano p, KBTN
J1

, para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do parâmetro de Frustração α1, mantendo-se fixo
α1 = 1.1 e H=0.0.

A Fig.3.4 nos mostra para diferentes valores de α2 quando mantido fixo H=0 e α1 =

1.1, a mudança na criticalidade da concentração p, à medida que a temperatura decresce ou

seja, quando p vai diminuindo, a temperatura crı́tica de transição também diminui. Podemos

verificar que com o aumento do parâmetro de frustração α2 a criticalidade da concentração pC

sofre decréscimo, o que é fisicamente esperado essa variação na ausência de campo magnético

uniforme como pode ser visto em (SILVA,2010).

Figura 3.5: Diagrama de fase no plano (p, KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do parâmetro de Frustração α1, mantendo-se fixo
α1 = 1.1 e H=0.5.

A Fig.3.5 nos leva ao exemplo visto na Fig.3.4 só que agora temos um campo para

influenciar no sistema com diferentes valores de α2. Pode-se observar notavelmente neste di-

agrama a mudança repentina na criticalidade da concentração p a partir das variações de α2,
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aparecendo assim a influência do campo no surgimento de reentrância o que já de se esperar.

Podemos ver que quanto maior for o campo externo menor é a temperatura crı́tica do sistema.

Vimos também que com o aumento do campo, a concentração assume valores maiores, assim a

temperatura cresce, à medida que a concentração diminui.

Figura 3.6: Diagrama de fase no plano (α1,
KBTN

J1
), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente

decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo P= 0.2 e H=0.05.

Na Fig.3.6 para diversos valores de α2 mantendo fixo o H=0.05 e p=0.3, pode-se obser-

var que quando a interação antiferromagnética α2 diminui, as reentrâncias vão aparecendo, con-

vergindo em um único ponto ∼= 1, ao passo que a temperatura crı́tica de transição aumenta gra-

dativamente. O fenômeno de reentrância é notado à medida que a interação antiferromagnética

(α2)cresce.
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Figura 3.7: Diagrama de fase no plano (p, KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo α2 = 0.2 e H=0.001.

O diagrama de fase T (P) que é representado pela Fig.3.7 para diferentes valores de α1

mantendo fixo H e α2 mostra que, com o aumento da frustração α1, a concentração decresce

e a temperatura de transição permanece estável num único ponto, tendo em vista que o campo

sendo quase desprezı́vel, chega-se a resultados já obtidos anteriormente por (SILVA,2010).

Figura 3.8: Diagrama de fase no plano (p, KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo α2 = 0.05 e H=0.5.

Veja agora na Fig.3.8 um caso parecido com o da Fig.3.7, só que agora temos um

campo, e podemos perceber a contribuição do mesmo no sistema. Vemos neste gráfico que a

concentração p assumi valores maiores, que os obtidos no gráfico da Fig.3.7. Vemos também

que a temperatura permaneceu estável, só que em um valor mais alto ∼= 2.7. Pode-se perceber

que quando aumentamos a frustração α1, as reentrâncias desaparecem e tem efeito contrário

quando decrescemos seu valor.
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Figura 3.9: Diagrama de fase no plano (p, KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do parâmetro de Frustração α1, mantendo-se fixo
α2 = 0.1 e H=1.5.

Na Fig.3.9 é notado que quando aumentamos a interação ferromagnética (α1), as re-

entrâncias desaparecem e a concentração cai, mas quando a interação antiferromagnética (α2) é

aumentada, Fig.3.8, a temperatura passa a ter um valor menor devido a sensibilidade do sistema

ao efeito do campo magnético.

Figura 3.10: Diagrama de fase no plano (p, KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do campo (H), mantendo-se fixo α1 = 1.5 e α2 = 0.1.

Na Fig.3.10 mantendo fixos os parâmetros de frustração α1 e α2, o sistema mostra uma

grande interação ferromagnética (α1) e pouca interação antiferromagnética (α2) dadas pelos

parâmetros de frustração α1 e α2 . Vimos que quando aumentamos o campo, a temperatura

cai gradativamente à medida que a concentração aumenta para valores aproximados de H num

intervalo de 2,0 a 3,9. E no passo que a concentração aumenta a temperatura aumenta para um



80

intervalo aproximado de 0 a 2,0.

Figura 3.11: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,α2), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo P= 0.2 e H=0.5.

O que pode ser observado na Fig.3.11 quando mantidos fixos o valor de h=0.5 e p=0.2,

é a diminuição da temperatura em função do aumento do parâmetro de frustração α1. Também é

notada a mudança na criticalidade do parâmetro α2 à medida que a temperatura crı́tica decresce,

assim como a presença de reentrância á medida que a temperatura diminui. Essa variação de

T favorece a interação de segundos vizinhos (antiferromagnética)(α2) no sistema levando em

conta que a competição de interação é razoavelmente alta.

Figura 3.12: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,α2),para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo P= 0.2 e H=0.8.

Na Fig.3.12 podemos observar um caso parecido visto na Fig.3.11, onde as linhas
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crı́ticas do parâmetro de frustração α2 quando mantido fixo os valores de H=0.8 e p=0.2 au-

mentaram, e que o decréscimo da temperatura acontece em função do aumento do parâmetro de

frustração α1 fazendo assim as reentrância desaparecem. Não podemos desprezar a influência

do campo para que o crescimento da interação de segundos vizinhos aconteça à medida que a

competição α1 aumenta.

Figura 3.13: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,α2), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo P= 0.2 e H=1.0.

No diagrama 3.13, mantendo fixos H = 1.0 e p = 0.2, apresenta uma mı́nima queda

na temperatura de transição, quando o parâmetro de frustração α1 cresce, e com a diminuição

da temperatura crı́tica, aparece o fenômeno de reentrância, tendo em vista que, o campo tem

a função de ordenar, mas a temperatura de transição ainda se encontra alta, dificultando assim

a ação do campo magnético. Essa pequena variação de T favorece a interação de segundos

vizinhos (antiferromagnética)(α2) no sistema. Veja que com o aumento do campo fez com que

as reentrâncias se intensificassem numa numa pequena variação do parâmetro de frustração α2.
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Figura 3.14: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,α2),para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores α1, mantendo-se fixo p= 0.2 e H=0.05.

Podemos interpretar a Fig.3.14, quando mantido fixos α1 e p, da seguinte forma:

Observa-se que quando aumentamos o campo magnético, a interação antiferromagnética (α2)

aumenta contribuindo para o aparecimento de reentrâncias, devido ao fenômeno de competi-

tividade entre as interações. Pode-se observar também que a temperatura crı́tica sofre pouca

variação com o aumento do campo em baixas concentrações.

Figura 3.15: Diagrama de fase no plano (λ , KBTN
J1

), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores p, mantendo-se fixo α1 = 1.0, α2=0.05 e H=0.01.

Observa-se no diagrama de fase da Fig.3.15, fixando os parâmetros de frustração α1,

α2 e H que, enquanto a concentração decresce, o parâmetro de anisotropia (λ ) também decresce,

surgindo reentrância para valores de p tendendo a zero. A relação de λ com a temperatura
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de transição é inversamente proporcional, sabendo também que a interação antiferromagnética

(α2) aplicada é pequena e não se opõe de forma decisória a esse comportamento.

3.1.4 Curva da Magnetização

O comportamento das magnetizações nos planos (KBTN
J1

,m) e (KBTN
J1

,ms), é determinado

resolvendo Eq.3.19) para diferentes valores da concentração p e parâmetros de frustração α1 e

α2 mantendo fixo H. Na Fig.3.17 pode-se notar que à medida que o campo aumenta a tempe-

ratura crı́tica muda de valor fazendo a magnetização total variar, ou seja, para um valor baixo

de campo como mostrado na Fig.3.16, a magnetização tende a zero, e quando aumentamos o

campo há um salto considerável para valores mais altos para a magnetização, mudando sempre

a temperatura crı́tica do sistema.

Figura 3.16: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,m),para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do campo (H), mantendo-se fixo α1 = 1.1 e α2 =
0.15.

Na Fig.3.16 é observado o comportamento da magnetização total em função da tempe-

ratura quando mantido fixo os parâmetros de frustração e competição α2 e α1 respectivamente

para diversos valores de campo. Foi observado o fenômeno de reentrância à medida que aumen-

tamos o campo como também o aumento da magnetização total. Esse comportamento acontece

sobe a influência de dois tipos de interação do sistema, (AF) dada pela interação de troca en-

tre os spins de primeiros e segundos vizinhos e, (F) atribuı́da à presença do ı́on de oxigênio,

interação efetiva. Pode-se interpreta ao observar o gráfico que, a temperatura T ' 2,3 marca

o ponto crı́tico de transição de fase paramagnética para antiferromagnética, assim podemos

concluir que à medida que o campo cresce, decresce o ponto de transição entre as fases.

Pode-se observar na Fig.3.17 ms(t) para diferentes valores de α1 e α2 que à medida que
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Figura 3.17: Diagrama de fase no plano (KBTN
J1

,ms), para o modelo de Ising 1/2 aleatoriamente
decorado, quase 2d para diferentes valores do campo (H), mantendo-se fixo α1 = 1.1 e α2 =
0.15.

o campo cresce a temperatura decresce, tendo em vista que uma pequena frustração aplicada

e a interação de segundos vizinhos ser também pequena, não faz oposição a esse comporta-

mento, fazendo assim a magnetização staggered (ms) crescer em função também desses dois

parâmetros até convergir em um único ponto. É notado também que quando a temperatura

cresce, ms decresce anulando assim a temperatura TN e contribuindo para o aparecimento de

reentrância devido a competitividade entre as interações.
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4 CONCLUSÕES

O objetivo principal desse trabalho foi o de estudar a magnetização e os diagramas

de fase do modelo de Ising-1
2 frustrado, quase-bidimensional, aleatoriamente decorado com

interações de primeiros e segundos vizinhos e campo magnético, utilizando a teoria de campo

efetivo via técnica do operador diferencial em aglomerados finitos.

Para isso foi necessário uma revisão geral de conceitos, fundamentos e técnicas a serem

usadas no modelo em estudo. Foi mostrado uma visão geral de tópicos significativos sobre

sistemas ordenados e desordenados, discutiu-se os diferentes tipos e formas de configuração.

Como é de suma importância para o desenvolvimento do trabalho foi explicada a Teoria de

Campo efetivo aplicada ao modelo de Ising com algumas comparações com Teoria de Campo

Médio.

No capı́tulo 1, foi apresentado tópicos tais como: ordenamento magnético com campo

e sem campo; transição de fase e fenômenos crı́ticos; sistemas ordenados ; sistemas magnéticos

desordenados,sistemas magnéticos diluı́dos, sistemas magnéticos com interações competitivas;

modelos decorados, modelos frustrados, afim de que apresentem-se como um breve introdução

de nossos estudos que posteriormente serviria como apoio ao desenvolvimento desse estudo.

No capı́tulo 2, primeiramente foi desenvolvido a técnica de campo médio em aglo-

merados finitos para o modelo de Ising-1
2 , (1D) ferromagnético com campo magnético para

exemplificar e evidenciar a técnica de forma simples. Logo após a técnica do operador dife-

rencial foi desenvolvida e aplicada, na versão de aglomerado com um spin (EFT-1) no modelo

de Ising-1
2 , ferromagnético. A teoria de campo efetivo têm em comum, os mesmos expoentes

crı́ticos universais obtidos na aproximação de campo médio(i.e., β = 1
2 , γ = 1, α = 0(disc.),

δ = 3, ν = 1
2 , η = 0). Resultados esses citados neste capı́tulo, já foram desenvolvidos por ou-

tros autores, e o nosso objetivo foi apresentar uma visão inicial do método para ser utilizada nos

capı́tulos seguintes.

No capı́tulo 3, foi dado mais ênfase a técnica do operador diferencial ao ser desen-

volvida na versão de aglomerado com um spin no modelo de Ising-1
2 antiferromagnético, frus-
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trado, quase bidimensional, aleatoriamente decorado, com decoração de primeiros e segundos

vizinhos e campo magnético.

Na seção 3.2 obtivemos os diagramas de fase nos planos (TN ,H), (p, KBTN
J1

), (α1,
KBTN

J1
) ,

(α2,
KBTN

J1
), (KBTN

J1
,H), (KBTN

J1
,m) e (KBTN

J1
,ms) para diferentes valores dos parâmetros de frustração

(α1 e α2) e concentração de ı́ons de oxigênio (p), assim como campo em função da tempera-

tura para o modelo em questão. Em análise ao plano (KBTN
J1

, p) mostrado em (SILVA,2010),

vemos o aparecimento de reentrância, fortalecendo assim nossos resultados nos diagramas de

fase intermediado pela frustração, o que é realmente constatado experimentalmente em sis-

temas magnéticos com interações competitivas e suas eventuais consequência. Discutiu-se a

variação da concentração crı́tica pc, onde a temperatura de Néel tende a zero para muitos valo-

res de parâmetros de frustração α1 e α2.Esse comportamento pode ser explicado pela introdução

em nosso modelo, da transformação decoração-iteração, que altera a concentração de ı́ons de

oxigênio na rede. Nas Figs.(3.2) e (3.3) para T (H) desenvolveram-se diferentes valores de

concentração p e frustração α1 e α2, obtendo linhas crı́ticas de transição de segunda ordem,

onde divide a fase antiferromagnética (AF parâmetro de ordem ms 6= 0) da fase paramagnética

(P ms = 0). Também é observado o fenômeno de reentrância à medida que a concentração cresce

e verifica-se que o comportamento do sistema sob a aplicação do campo externo é o esperado

ou seja, quanto maior é o campo externo, menor será a temperatura crı́tica do sistema. Para

uma explicação fı́sica desse fenômeno, a sua origem é atribuı́da a competição entre dois tipos

de interação por exemplo, uma interação ferromagnética presente aleatoriamente na ligação en-

tre os spins decoradores e o spin nodal, e outra interação antiferromagnética existente entre os

spins da rede estudada. Quando ao efeito de frustração é grande em baixas temperaturas surge

o estado desordenado, e à medida que aumentamos T, este efeito fica de certa forma enfraque-

cido, induzindo uma certa ordem (primeira transição de fase T = TN1) e será destruı́da em altas

temperaturas (segunda transição de fase T = TN2). Vimos que com o aumento do parâmetro

de frustração α2) a temperatura de transição cai fazendo assim surgir também o fenômeno de

reentrância, e a fase antiferromagnético é logo perdida mediante essas pertubações. Em todos

os casos de variação de parâmetro foram observadas coerência em seu comportamento com

relação as respostas do sistema, como a temperatura crı́tica diminui mediante o aumento do

campo externo.

Futuras investigações podem ser feitas como consequência deste trabalho de dissertação,

tais como:

(a) Investigar o efeito do tratamento de campo magnético aleatório no modelo de

Ising Frustrado aleatoriamente decorado com interação de primeiro e segundos vizinhos;
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(b) Crescer o tamanho do aglomerado (célula unitária) estudado, a fim de eliminar

efeito de tamanho finito e melhorar resultados encontrados;

(c) Fazer a descrição do problema através do Hamiltoniano de Heisenberg, le-

vando em consideração, desta forma, sua real simetria, a fim de confirmar os resultados obtidos

através deste método (EFT-2);

(d) Inserir campo transverso e analisar a transição de fase quântica em sistemas

frustrados.
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mente decorado com interações competitivas. Dissertação de Mestrado em Fı́sica, UFAM-
Universidade Federal do Amazonas, 2006.

PARENTE, W.E. Ferreira.; Modelo de Heisenberg com interação Dzyaloshinski-moriya a
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