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RESUMO

A presente dissertacdo tem por objetivo apresentar uma maneira diferenciada de traba-
Ihar os numeros complexos no Ensino Médio, que se d4 através de pares ordenados
ou forma algébrica. Usa-se, para tanto, conhecimentos basicos da algebra das ma-
trizes. Apresenta-se aqui a forma matricial dos nUmeros complexos e demonstra-se
suas propriedades basicas, comparando-as com aquelas presentes na literatura ma-
tematica. Destaca-se a representacdo matricial da famosa equacéao de Euler. Por fim,
apresenta-se uma proposta de atividade, baseada na resolugcao de problemas, para
ser desenvolvida por professores e alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Niumeros complexos. Matrizes. Forma Matricial dos numeros Comple-
XO0S.



ABSTRACT

The present dissertation aims to present a different way of working the complex numbers
in Basic Education, that occurs through ordered pairs or algebraic form. We use basic
knowledge of matrix algebra. Here we present the matrix form of the complex numbers
and demonstrate their basic properties, comparing them with those present in the
mathematical literature. It stands out the matrix representation of the famous equation
of Euler. Finally, a proposal of activity, based on problem solving, is presented to be
developed by teachers and students of Basic Education.

Key-words: Complex numbers. Matrices. Matrix form of complex numbers.
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INTRODUCAO

A matemética é uma das areas de maior importancia para a humanidade, pois
serve de ferramente para o estudo de diversas ciéncias, tais como fisica, quimica,
engenharia, etc. Também é de grande utilidade no dia a dia dos individuos, pois sem
a mesma, muitas das atividades diarias, como ir ao mercado, passar um troco, até
mesmo fazer aquela receita de bolo, ndo poderiam ser realizadas.

De acordo com MEC (2000), a matematica ocupa posi¢cao singular como lin-
guagem devido sua universalidade de qualificacao e expressao, e € instrumento de
de grande importancia paras as disciplinas do ensino médio, como fisica, quimica e
biologia, por exemplo, pois € nesse momento que, nas ciéncias, se torna necessario
uma construcao abstrata mais elaborada.

Segundo Churchill (1975), a influéncia da teoria das fungdes de variavel com-
plexa pode ser notada em quase todos os ramos da matematica. Além de ser pro-
eminente na matematica pura e de posssuir uma estrutura logica elegante, a teoria
representa um dos instrumentos mais poderosos dos matematicos aplicados, enge-
nheiros e fisicos.

Para Hefez e Fernandez (2012), as matrizes sao ferramentas basicas da algebra
linear, pois através delas resolvemos sistemas de equacdes lineares e representamos
tranformacdes lineares entre espagos vetoriais. Aqui temos mais um motivo pelo qual
a teoria das matrizes se faz importante, pois essa teoria nos servira de ferramenta
primordial para a introdugéo da teoria dos numeros complexos.

Portanto, na presente dissertacado, temos como objetivo realizar uma abordagem
sobre 0s niumeros complexos e suas propriedades via teoria das matrizes.

Para facilitar o entendimento, o presente trabalho foi dividido em dois capitulos,
sendo o primeiro dedicado a tratar sobre os numeros complexos, na forma tradicional,
visto nas escolas da rede estadual publica,e suas principais propriedades. Serd tratado
também sobre as matrizes e suas propriedades.

No capitulo dois, faremos uma abordagem matricial dos niumeros complexos,
mostrando assim, uma nova maneira de definir os nimeros complexos, ultilizando
matrizes quadradas de ordem dois. Poisteriormente, demonstraremos as propriedades
ja conhecidas dos numeros complexos utilizando a forma matricial.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo sera apresentado a definicdo e as propriedades dos numeros
complexos, e também a teoria de matrizes.

1.1 NUMEROS COMPLEXOS

1.1.1 CONHECENDO UM POUCO DA HISTORIA

Os numeros complexos surgiram no séc. XVI, com o objetivo de solucionar
equacodes polinomias. Estes, por muito tempo foram tidos como numeros que existiam
apenas na nossa imaginacgao, dai o motivo de chamarmos o nimero complexo i = /—1
de "algarismo imaginario". O primeiro passo para formalizar o conceito de um numero
complexo foi a representacdo geométrica desses numeros como pontos no plano, e
o primeiro matematico a ter uma viséo clara de tal representacéo foi o alemao Carl
Friedriich Gauss, em 1797. O corpo dos numeros complexos C foi finalmente definido
pelo irlandés William Rowan Hamilton, em 1837. Veja em (FERNANDES; BERNARDEZ,
2008).

1.1.2 A DEFINICAO DE NUMERO COMPLEXO E SUAS PROPRIEDADES

Nesta secao estudaremos os numeros complexos por meio de pares ordenados,
forma ensinada tradicionalmente no ensino médio, bem como suas propriedades.

Definicao 1.1.1. O conjunto dos numeros complexos C é o conjunto dos pares ordena-
dos z = (a,b), coma,b € R, em que sao definidas as operagbes de soma e de produto
da seguinte forma: Dados z; = (ay,b,) € zo = (ag, by) entdo:

I) 21+ 29 = (Gl + ag,bl + bz)

i) 21 - 22 = (a1ag — b1y, a1by + bras)

De acordo com esta definicao, temos a seguinte proposigao:

Proposicao 1.1.1. A soma e o produto tém as seguintes propriedades:

1 Propriedades da soma

S1 Associatividade
Para todo (a,b), (c,d), (e, f) € C vale

[(a,b) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) +[(c, d) + (e, )]
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S2 Comutatividade
Para todo (a,b), (c,d) € C vale

(a,b) + (¢, d) = (¢,d) + (a,b)

S3 Elemento neutro

O elemento neutro aditivo é o par ordenado (0,0), isto é,
(a,b) 4 (0,0) = (a,b)

para todo (a,b) € C.

S4 Inverso aditivo

Para cada elemento (a,b) € C, o simétrico aditivo é o par ordenado (—a, —b)
que satisfaz
(CL, b) + <—CL, _b) - (07 O)

2 Propriedades do produto

P1 Associatividade
Para todo (a,b), (c,d), (e, f) € C vale

[(a,0) - (¢, d)] - (e, f) = (a,b) - [(c,d) - (e, [)]

P2 Comutatividade
Para todo (a,b), (c,d) € C vale

(a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b)

P3 Distributividade do produto em relagdo a soma (a esquerda e a direita)
Para todo (a,b), (c,d), (e, f) € C vale

(a,b) - [(¢,d) + (e, f)] = (a,b) - (¢, d) + (a,b) - (e, f)

[(a,0) + (¢, d)] - (e, f) = (a,0) - (e, f) + (¢, d) - (e, f)

P4 Elemento neutro
O elemento neutro do produto é o par ordenado (1,0) tal que

(a,b) - (1,0) = (a,b)
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P5 Inverso multiplicativo

Para todo (a,b) € C ndo nulo o inverso multiplicativo é o par ordenado

a —b a —b
<a2+b2’a2+b2> tal que (a’b>'<a2+b2’a2+b2>:(1’0)'

Demonstraggo. De fato, temos:

S2 Associatividade

[(a,b) + (c,d)] + (e, f) = (a+c,b+d)+ (e f)

(

[(a+c)+e (b+d) + f]
= [a+(c+e),b+ (d+ [)]
(a,0) + (c+e,d+ f)
(a,0) + [(c,d) + (e, f)]

S2 Comutatividade

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
= (c+a,d+0b)
= (¢, d)+ (a,d)

S3 Elemento neutro
(0,0) é o elemento neutro. De fato,
(a,b) +(0,0) = (a+0,b+0)
= (a,b)
S4 Inverso aditivo

—(a,b) = (—a, —b) é o inverso aditivo. De fato,

(a,0) + (=a,=b) = (a+(=a),b—(=D))
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P1 Associatividade

[(a,0) - (c;d)] - (e, f) =
[
[

(ac —bd,ad + be) - (e, f)
(ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e]
ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee]

= [a(ce —df) — b(de + cf),

a(de + cf) + b(ce — df )]

= (a,b) - (ce —df,cf + de)
= (a,b)-[(c,d) - (e, [)]
P2 Comutatividade
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

= (ca—db,cb+ da)

= (67 d) ’ (CL, b)

P3 Distributividade do produto em relacdo a soma (a esquerda e a direita)

a) Distributividade a esquerda

(a,b) - [(¢,d)

b) Distributividade a direita
[(a,b) +

P4 Elemento neutro

+(e, )] =

(c,d)]- (e, f) =

(a,b) - (c+e,d+ f)

alc+e)=b(d+ f),a(d+ f)+blc+e)]
ac + ae —bd — bf,ad + af + be + be

[(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)]
(ac — bd,ad + bc) + (ae — bf, af + be)
(a,0) - (¢,d) + (a,b) - (e, )

[
[

(a+c,b+d)- (e f)
[(a+cle—=(b+d)f (a+c)f + (b+d)e]
l[ae + ce — bd — df ,af + cf + be + de]
[(ae = bf) + (ce — df), (af + be) + (cf + de)]
(ae = bf,af + be) + (ce — df,cf + de)
(a,b) - (e, f) + (¢, d) - (e, f)

(1,0) € o elemento neutro. De fato,

<a7 b) ’ (17 O)

= (a-1-=0b-0,a-0+b-1)
= (a,b)
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P5 Inverso multiplicativo

Dado z = (a,b), com a # 0 ou b # 0, mostremos que existe z~! = (z,y) tal que
z- 2zt = (1,0). De fato:

by =1
<a,b>-<x,y>=<1,o><:><ax—by,ay+bx>=<1,o><:>{” y
br +ay =0
Assim,
a —b
Terr C VT e2gw

a —b
a? + b2’ a2 + b2

Portanto, z~! = ( ) ¢ o inverso multiplicativo.

O]

Observacgao 1.1.1. Dados z; = (a,b),z = (¢,d) € C com z, # (0,0), a divisdo de z
2 (ac+bd (bc — ad))

or z, € dada por — = ,
por z P 29 AA+d? 2+ d?

1.2 FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Primeiramente, considerando o conjunto A = {(a,0) : a € R}, temos a seguinte
proposicao, que pode ser encontrada em (NASCIMENTO, 2015, p.45).

Proposicao 1.2.1. A fungéo ¢ : R — A definida por ¢(z) = (z,0) é:

i. Bijetiva;
ii. p(a+0b)=d¢(a)+ ¢(b), paratodoa, b e R;
iii. ¢(a-b) =¢(a)- ¢(b), para todo a, b € R.
Demonstragdo. Para provar i, vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva e injetiva.
1. todo par (z,0) € A € o correspondente, segundo ¢, de = € R, ou seja, ¢ é
sobrejetiva;

2. dados z € Re y € R, com z # y, 0s seus correspondentes (z,0) € Ae (y,0) € A
sdo distintos, de acordo com a definicdo de igualdade de pares ordenados (ou
seja, ¢ € injetiva).
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Prova de ii

dla+b) = (a+b0)
= (a,0)+(b,0)
= ¢a) +¢(b)

Prova de iii

¢(ab) = (ab,0)

= (@ b—0-0,a-0+b-0)
(a,0) - (b,0)
= ¢(a) - ()

O

Devido ao fato da aplicagdo ¢ : R — A ser bijetiva, que conserva as operagdes
de adicao e multiplicagdo, concluimos que os numeros complexos da forma (a,0) se
comportam exatamente da mesma maneira que 0s nimeros reais em relagcdo a soma e
ao produto. Assim, identificamos o nimero real a, com o par ordenado a = (a,0). Dessa
forma, o conjunto dos numeros reais R é visto como um subconjunto dos numeros
complexos C.

Agora, o numero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e é repre-
sentado por i. Notemos que:

2=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —(1,0) = —1

Portanto,

2= —1.

Observacao 1.2.1 (Poténcias de i). Seja i a unidade imaginaria, entdo temos as
poténcias de i:

=1 it=1 =1 i2=1
it =1 i° =1 i =1 i =
(1.1)
i?=—1 i=—-1 0=—-1 it =1
3 7 11 15

Note que, as poténcias de i vdo em ciclos, 1,i,—1 e —i. Assim, dado n € N, existe
uma maneira pratica para determinari". De fato, como n € N, existem q,r € N tal que
n = 4q + r, ou seja, divisgo de n por 4. Assim, temos:
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= 1.
= 1

Portanto, i" = 1", onde r é o resto da divisdo de n por 4.

Vamos obter agora a forma algébrica dos numeros complexos. Assim, dado um
numero complexo qualquer z = (a, b), onde a,b € R, temos:

z=(a,b) = (a,0) + (0,0) = (a,0) + (b-0—0-1,b-1+0-0) = (a,0) + (b,0) - (0,1),

ou seja,
z = a + bi.

Logo, o par (a,b) e a expressdo a + bi representam o mesmo numero complexo. O
numero real a é chamado parte real de z e 0o numero real b é chamado parte imaginaria
de z. Em simbolos indica-se por: a = Re(z) e b = Im(z).

Observacao 1.2.2. Todo numero complexo cuja parte imaginaria é nula, denomina-se
real. E todo numero complexo cuja parte real é nula e a imaginaria ndo, é chamado de
imaginario puro.

Em resumo, o nUmero complexo z = a+bi herda as caracteriscas e propriedades
do par ordenado (a, ), assim sendo, o conjunto C = {a + bi : a,b € R,i* = —1} munido
das operacdes soma e produto, definidas da seguinte forma: dados z; = a; + byi e
2o = ag + bot, temos:

i) 21+ 20 = (a1 + az) + (by + bo)i
II) Z1 29 = (a1a2 — blbg) + (Cllbg + blag)i

€ um corpo, visto que satisfaz as seguintes propriedades: para todo z = a+bi, w = c+di
et=-e+ fi, temos:

1. Propriedades da soma:
S1 Associatividade
[(a+ bi) + (c+ di)] + (e + fi) = (a+ bi) + [(c + di) + (e + fi)]
S2 Comutatividade

(a+bi)+ (c+ di) = (c+ di) + (a + bi)
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S3 Elemento neutro
(a4 bi) + (04 0i) = a+ bi

S4 Inverso aditivo
(a4+bi)+ (—a—0bi)=0+0i=0
2. Propriedades do produto:

P1 Associatividade
(a4 bi)(c+di)] (e + fi) = (a+bi)[(c+ di)(e+ fi)]

P2 Comutatividade
(a+bi)(c+di) = (c+di)(a+ bi)

P3 Distributividade do produto em relagdo a soma (a direita e a esquerda)
(a+bi)[(c+di)+ (e + fi)] = (a+ bi)(c+ di) + (a + bi)(e + fi)
[(a+bi) + (c+ di)] (e + fi) = (a+ bi)(e + fi) + (c+ di)(e + fi)
P4 Elemento neutro
(a+bi)(1+0i) =a+bi
P5 Inverso multiplicativo

(a—l—bz’)( ¢ b

—~ i
a? +0* a2+ b2

):1+Oi:1

1.3 PLANO DE ARGAND-GAUSS

Representando o nimero complexo z = a + bi geometricamente, temos:

Figura 1 — Representacdo geométrica de =

Im(z)‘
N ‘z
0 “ Re(z)

Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

O plano formado pelos dois eixos é chamado de Plano de Argand-Gauss, onde
o eixo horizontal é chamado de real e o vertical de imaginario. Esta representacao
geométrica de z pode ser visto em NETO (2005, p. 4).
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1.4 CONJUGADO

Definicao 1.4.1. Dado o numero complexo = = a + bi, 0 conjugado de = é o numero
complexoz = a — bi.

Observe que, geometricamente, z significa a reflexdo do eixo horizontal (Veja
figura 2).
Figura 2 — Representagdo geométrica de z
Im(z)

bp----mmmmmm e

wl

Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

Teorema 1.4.1. Se 2 € C, entao:

1. 2+z2=2- Re(z),

2. z—z=2-Im(z)-i;

Demonstragdo. Seja z = a + bi, entao:

1. 2+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a =2 Re(z);
2. z—z=(a+bi)— (a—bi) =2bi =2-Im(z)-i;
.z=z&atbi=a-bisb=-bsb=0& 2R

4. z-z = (a+bi)(a—bi) =a®> —b%* = a®> + b
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Teorema 1.4.2. Se z; e z;, S40 numeros complexos quaisquer, entdo:

1. 21+ 29 =721 + %o,
2. 2129 =21 29.

3. Re(z1 %) = Re(Z1 - z0) e Im(z - Z3) = —Im(Z71 - 22)
Demonstracdo. Sejam z; = a + bi € z, = ¢ + di, temos que:

1. A soma z; + 2, € dada por:

21420 = (a+bi)+ (c+di)
= (a+c)+ (b+d)i

Agora,
21+2 = (a+c¢)—(b+d)i
= (a—bi)+ (c—di)

= Z1t+7.
2. O produto z; - 2, € dado por:

Z1° Ry = (CL + bZ)(C + dl)
= (ac—bd) + (ad + bc)i

Assim sendo, temos:

Zi 22 = (ac—0bd)— (ad+ be)i

(ac — adi) + (—cbi + bdi*)
a(c —di) — bi(c — di)

= (a—"bi)(c—di)

= Z1° 2.

3. Como z1 = a; — byi € Z3 = ay — byt, temos:

z1 72 = (a1 + bli)(a2 — bgl) = 102 + blbz — ((Ile — agbl)i
212y = (a1 — bl’i)((lg + bgl) = aias + blbg -+ (albg — a2b1>i

Assim, observamos facilmente que:

Re(z1-Z3) = Re(Z1 - z2) € Im(z -Z3) = —Im(Z1 - 22)
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1.5 USO DO CONJUGADO NA DIVISAO

Definicao 1.5.1. Dados z; = a + bi € z, = ¢ + di, com z, # 0, a divisgo de z, por z; é
dada por:

z1 ac+bd bc—ad.

PRI e L

Observacao 1.5.1. Para determinar ! pasta multiplicar o numerador e o denominador

)
pelo conjugado do denominador.
o atbi (a+bi)(c—di)
7  c+di  (c+di)(c— di)

ac+bd+bc—adi
cA+d? A+ d?

1.6 MODULO

Definicao 1.6.1. Dado um numero complexo = = a + bi, chama-se modulo de > ao
numero real ndo negativo

|z| = Va? + b

Podemos também denotar por p ou » 0 médulo de z, ao invés de |z|.

Observe que, geometricamente, |z| significa a distancia usual da origem até o
ponto (a,b) do plano, que é representado pelo nimero complexo =z = a + bi (Veja a
figura 1).

Figura 3 — Representacdo geométrica de |z|

3

fm{_:)l

.
g

o * Re(z)

Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

No que se segue, serdo apresentadas algumas propriedades de médulo.
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Teorema 1.6.1. Para todo z € C, temos:

1. |z| > 0;

2. |z2|=02=0,

3. |2 =z,

4. Re(z) < |Re(z)| < |z,

5. Im(z) < |Im(=)] < |2],

6. |2°=2-2

Demonstracdo. Fazendo z = a + bi, temos:

1.a2>20eb*>20=a*>+0*>0= 2| > 0;

2. z|=0d+0=0d=0=0&2=0;

3. |z| = Va2 + > =/a?+ (-b)? = |Z];

4. a>20=a=la] e a<0=a<]a|logo,a< |al.
a? < a? + 0 = Va2 < Va2 + 02 = |a] < 2.
Portanto, como a < |a| e |a| < |z|, segue que:

a < la| <zf;

5 020=0b=1] e b<0=0b<]|b|,logo,b< |b].
P<a?+ 0= Vi2< Va2 + 2= |b| < 2.
Portanto, como b < |b| e |b] < |z|, segue que:

b < |b <z
6. Segue da prépria definicdo de médulo e do teorema 1.4.1 item 4. O

Teorema 1.6.2. Se z; e z, sS40 numeros complexos quaisquer, entdo:

1. |21 - 22| = |21 - |22|;
2 |22 B, 20
Z9 |22|

3. |21 + 22| < |z1] + |22| (Desigualdade triangular);

4. |21 — 2| 2 [|z1] — |22]].
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Demonstracdo. Dados z; = a + bi € z5 = ¢ + di, temos:

1. Como 27z = |z|* e 21 23 = Z1 - 73, Segue-se que

21 - 22? = (2122) (F12) = (2122) (71 - B) = (2170)(22%2) = |21]” - |2, logo:

|21 - 20| = |21] - |22]-

2. Notemos inicialmente que, para z; # 0:

I 1 B c—di B c—di B V2 + d? B 1 _L
zl  le+dil  |(c+di)(c—di)| |2+d| | E+d® | VEFLZ |z
Temos, entao:
2 1 1 1 | 21|
A=l | =lal || = tal = 2
zZ9 Z9 z9 |2’2| |2’2|
3. De fato,
’21 + ZQ|2 = (Zl + 22)(21 + ZQ) = (Zl + ZQ>(71+72) = 2121 + 2129 + 29Z1 + 2929
= |21|* + 2Re(217) + |20]%
e como

|Zl|2+2R€<2172)+ ‘22’2 < ’21|2+2|2172| + |Zz|2 = |Zl|2+2|21||22| + |22|2 = (|Zl +22|2>

entao,

|21 + 20> < (J2u] + |22])? = |21 + 22| < 21| + |22

4. Temos que
|21 = 2 = (21— 22)(2z1 — 22)
= (n1—2)(z—=)
2121 — 2122 — Z1%2 + 2222
|21|* — 2Re(2122) + | 22|?

> |l =227 + |2/
= |al® = 2]z - |ze] + |22)?
= (lz1] = [22])%,
Portanto,
|21 = 2F > (la] = [22])?
21— 22)| = |[a1] = [22]]. O

Observacao 1.6.1. Note que |z; — 23| < |z1] + |22] € |21 + 22| > ||21] — 22|

|21 — 2| = |21 + (—22)| < |21 + | = 22| = |21 + |22

|21+ 22| = |21 — (—22)| > [[21] = | = 22| = [|21] — [22]]-
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1.7 FORMA POLAR OU TRIGONOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Sejam z = a+bi e r = a? + b2. Assim, podemos representar z no plano através
do ponto P(a,b). Seja 6 o angulo formado com o eixo real positivo e o segmento OP no
sentido anti-horario, onde O €é a origem do sistema, como mostra a figura abaixo.

Figura 4 — Forma trigonométrica de =

r'y

Im(z)

4

>

0 “ Re(z)

Fonte: Autor

b
Entao cosf = a esenf =—-.Daia=rcosfeb=rsend.
r r

Portanto,

z=1rcosf +irsen.

que é a forma polar dos numero complexos.

1.8 FORMULA DE EULER

Nosso objetivo aqui € definir a exponencial no caso de expoente puramente
imaginario, ou seja, definir e¥. Para isso vamos recorrer as séries de Taylor das fungdes
e”, senz € cosz. Veja (AVILA, 2013) e (FERNANDES; BERNARDEZ, 2008).

xXr {L'3 ZL’5 1‘7
S TR TR (12)
IQ 1'4 1‘6
R T TR (1:3)
xr (I)2 ZL‘S 5174 1‘5 1‘6 {L‘7
Ef=l+=+=++ -+ S+ o+ o+ (1.4)

w203 4 50 6 7!
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Fazendo z = iy e substituindo em 1.4, temos que:

w o (), (), Gyt Gy)° | () (iy)”

47— _J
ettty Tt T T
2 3 4 5 6 7
_ LYy vy _ Yy Yy Yy _Yy sy
S TR T TR A TR - B TR

Agora, reorganizando a equagéo acima, temos:

2 4 6 3 5 7
w_o (1L Y Y e (LY
© (1 At et )t \nme e w09

Logo, de 1.2, 1.3 e 1.5 temos que:
e =cosy+1i-seny,Vy € R. (1.6)

A igualdade 1.6 € denominada férmula de Euler.

1.9 TEORIA DE MATRIZES

Esta secao sera dedicada a teoria de matrizes, que possibilitara o desenvol-
vimento do capitulo Il. Veja (HEFEZ; FERNANDEZ, 2012) e (LIPSCHUTS; LIPSON,
2011).

1.9.1 DEFINICAO DE MATRIZES

Segundo Hefez e Fernandez (2012) as matrizes sao as ferramentas basicas da
Algebra Linear, pois elas sdo utilizadas na resolucédo de sistemas de equacdes lineares,
e também representam as transformagdes lineares entre espagos vetoriais.

Definicao 1.9.1. Dados m e n em N, uma matriz real de ordem m x n é uma tabela
A = lail,,..,.,» onde m representa o numeros de linhas, n o de colunas e a;; representa
as entradas da matriz, onde m,n e a;; representam os numeros de linhas, colunas e
elementos internos da matriz, respectivamente.

aipx Q2 - Qip

Q21 Q22 +++ QAa2p
A=

m1 Am2 - Amn

Usaremos o simbolo M(m,n) para denotar o conjunto de matrizes m x n.
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1.9.1.1 TIPOS DE MATRIZES

i) Matriz linha: Toda matriz do tipo 1 x n;
ii) Matriz coluna: Toda matriz do tipo m x 1;

ii) Matriz quadrada: Toda matriz do tipo n x n;
Se A = [a;;] € uma matriz quadrada de ordem n, as entradas a;;, com 1 < i < n,

formam a diagonal principal.

iii) Matriz diagonal de ordem n: é uma matriz quadrada em que todos os elementos
nao pertencentes a diagonal principal sdo iguais a zero;

a1 0 0
0 929 0
0 0 U

iv) Matriz identidade de ordem n: é uma matriz diagonal em que as entradas da
diagonal principal sao iguais ao numero 1;

0 --- 0
0

I, = _
00 --- 1

v) Matriz triangular superior de ordem n: matriz quadrada em que todos os elementos
abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero;

11 Aai2 -+ Qip
0 agp -+ ag
0 0 - amm

vi) Matriz triangular inferior de ordem n: matriz quadrada em que todos os elementos
a cima da diagonal principal sdo iguais a zero;

a1 O
21 A22
Am1 Am2 *° Amn

vii) Matriz nula: matriz em que todas as entradas sao iguais a zero.
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1.9.2 OPERAGCOES COM MATRIZES

Esta secao sera dedicada as operagdes com matrizes, que serdo fundamentais
para a continuidade desta dissertagao.

Definicédo 1.9.2 (igualdade de matrizes). Duas matrizes A = |a;),. .. € B = [by], ..,
de mesma ordem, s&o iguais, quando a;; = b;; paratodoi,jcoml <i<mel <j<mn,
escrevemos A = B.

-~ . . . z 0
Exemplo 1.9.1. Se x e y sdo numeros reais, e as matrizes [ ] e [ .
Y

of . . .
2] sdo iguais,
entdor =—-1ley=2.

Definicdo 1.9.3 (adicdo de matrizes). Se A = [a;;] € B = [b;;] sdo duas matrizes de
mesma ordem m x n, a soma de A e B, denotada por A+ B, é a matriz C = [¢;],
também de ordem m x n tal que c;; = a;; +b;; paratodoi,jcoml <i<mel<j<n.

Ou sgja,
ayp +bin aip+bia -0 ap, by
C—A1B-— Cl21—.Fb21 a22'.f—522 a2n—.H72n
am1 + bml Am2 + bm2 o Qmp + bmn

Observacao 1.9.1. Dada uma matriz A = |a;;], define-se a matriz oposta de A, como
a matriz —A = [—aij].

Proposicao 1.9.1. Se A, B e C sdo matrizes de mesma ordem, entao vale as seguintes
propriedades com relacdo a adicdo:
(i) A+ (B+C)=(A+ B)+ C (associatividade da adi¢do);
(i) A+ B = B + A (comutatividade da adi¢c&o);
(i) A+0=0+ A, onde 0 é a matriz nula (elemento neutro);

(iv) A+ (—A)=0.
Demonstragdo. Dado as matrizes A = [a;;], B = [b;j] € C = [¢;;], temos:

(i)
A+ (B+C) = [ai] + [bij + cif
= [aij + (bij + ci5)]
[(aij + bij) + cij]
= lag + bi] + [cij]
= (A+B)+C
Onde usamos a associatividade dos nameros reais.
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(ii)

A+B = [ay|+ [by]
= [ay + by
= [by; + ay]
= [by] + [ai]
= B+ A

Onde usamos a comutatividade dos numeros reais.
(iii)
A+0 = [ay] +[04]
= lai + 0]
= lay]
= A

Onde usamos o elemento neutro dos ndmeros reais.

(iv)

A+ (=4) = lay] + [—ai]
= [ay + (—ay)]
= [0i]
=0

Onde usamos o oposto aditivo dos numeros reais.

]

Defini¢éo 1.9.4 (produto de uma matriz por um escalar). Dada uma matriz A = [a;;], ..,
e um numero real a, definimos o produto por escalar, como aA = [aa]| ... .

Exemplo 1.9.2. Por exemplo,

2 0 -6 0
=311 1|=|-3 -3
0 -1 0 3

Proposicao 1.9.2. Sejam A e B matrizes de mesma ordem, a e a’ numeros reais, as
seguintes propriedades se verificam:

(i) a(A+ B) = aA+ aB;
(i) (a+a)A=aA+dA;
(i) a(d'A) = (ad')A;

(iv) 1A = A,



Capitulo 1. PRELIMINARES 28

Demonstragdo. Dado as matrizes A = [a;;] € B = [b;;], € 0s nUmeros reais a, a’:

(i)
a(A+B) = alag + byl
= la(ai; + byj)]
= laai; + aby]
= [aa;;] + [aby]
alai;j] + a[by]
= aA+aB

Onde usamos a distributividade do produto em relacdo a soma dos nameros
reais.
(ii)
(a+d)A = (a+d)a]
[(a+a’)ai]
[CLCLZ‘]' + a’aij]
[aa;;] + [aai;]
ala;] + a' [ay]
= aA+dA
Onde usamos a distributividade da soma em relagdo ao produto dos numeros
reais.
(iii)
a(@’A) = a(d [ay])
= alda;]
[aa’a;j]
= [(ad’)a;;]
= (ad) [ay]
= (ad)A
Onde usamos a comutatividade do produto dos numeros reais.
(iv)
1A = 1 [aij}
= [lay]
= |ay]
= A

Onde usamos o elemento neutro aditivo dos ndmeros reais.
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Definicao 1.9.5 (produto entre matrizes). Sejam A = [a;;] e B = [byl,,, duas

matrizes. O produto AB de A por B, € definido como a matriz C' = [c;],, ., tal que:

mxn

Cij = Y Qirbr = ainbyj + - + ainbnj,
k=1
paratodoi,jcoml<i<mel<j<p.

Observacao 1.9.2. O produto entre matrizes ndo é comutativo. Por exemplo, sejam as
matrizes

temos que AB # BA.

Observacao 1.9.3. Um produto AB = 0 ndo implica necessariamente que A = 0 ou

I A

Proposicao 1.9.3. Desde que as operagbes sejam possiveis, valem as seguintes
propriedades:

B = 0. Como exemplo, considere as matrizes A =

Observe que:

A-B:

(i) A(B+ C)= AB + AC (distributividade a esquerda da multiplicagdo em relagdo a
adicdo);

(i) (A+ B)C = AC + AB (distributividade a direita da multiplicagdo em relacdo a
adicdo);

(iii) (AB)C = A(BC) (associatividade);

(iv) AI = IA = A (existéncia do elemento identidade).

Demonstracdo. Provemos as propriedades:
(i) Suponhamos A = [a;;|nxr, B = [bijlrxs € C = [cij]rxs, €NtAO:

AB+C) = X5_, ik [brj + cijl
Z;Zl(aikbkj + akCrj)
D opey Qikbrj + 205 QikCrj
= AB + AC.
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(i) Seja A = [ay]uxr, B =

(A+B)C =

(iii) Suponhamos A =

((AB)C);;

(iv) Suponhamos que A = [a;;]mxn € lembremos que I,, = §;;, onde §;; = {

Dessa forma temos:

Al = [p;] =

[bij]nxr eC =

[aij]nxra B =

[¢ijlrxs, €ntéo:

Yohei (@it + bij) g

= Y (aicr; + bircry)

= > p_q QikCrj + >y bircrj
= AC+ BC.

[bij]rxs € C = [cij]sxm- TEMOS qUE:

= X (AB)wck;
= > (Zle ailblk’) Ckj
> @il (Zzzl blkckj>
= X aa(BCO)y; = (A(BC))y;.

0 sei#j

1 sei=j

[Ek 1 azk(sk]]

[an01; + @209 + a;;0,; + -
[a;;0;;
[ai;] -
[aij]
1 [a)
(0555

[01jai1 + d2jaio + 05505 +
[Zk 1 5@@14

[pis]

IA

A.

-+ ain(snj]

]
1

A 0 in)

O

Observacao 1.9.4. Uma vez definido o produto de matrizes, podemos definir a poten-
ciacdo da maneira usual, isto é, dados A em M(n,n) ek € N, k > 2,

A'=1p,, Al

=A eA*=A-A---A.
—_—

k fatores
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Definicdo 1.9.6 (transposta). Dada a matriz A = [a;j|, ..., chamamos de transposta de
A, e denotamos por A*, a matriz [b;], .., onde

bij = aji,
paratodoi,jtalquel <i<nel<j<m.

Exemplo 1.9.3.

Definicao 1.9.7. Traco de uma matriz quadrada. Dada uma matriz quadrada A, defini-
mos o traco da matriz A, e denotamos por TrA, a soma dos elementos da diagonal
principal, a saber,

TrA=ay; +ax+as+- -+ anp

Proposicéo 1.9.4. Dado duas matrizes quadradas A = [a;;, € B = [b;;],, e um nimero
real k, valem as seguintes propriedades:

T1 Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B);
T2 Tr(A) = Tr(A");

T3 Tr(L,) = n;

T4 Tr(kA) = kTr(A);

T5 Tr(AB) =Tr(BA).

Demonstragcdo. Sejam as matrizes quadradas

aip Gz - Qg bir b1z - bip
T “rl e = P b?z an,eoekeR.
a;zl CL;L2 T a;m boi bu2 o+ bug
ainn +bu ap+bip - ap +biy
T1 Sendo A+ B= | + b 022t b e ot b , entdo

an1 + bnl An2 + bn? R 7o) + bnn

T(A+B) = (a1 +0bi1) + (age + ba) + - - - + (ann + bnn)
(@11 + agg + -+ app) + (b11 + boa + -+ + byp)
= Tr(A)+Tr(B)
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11 Q21 -+ Apl

A12 Q22 -+ Ap2 -
T2 Como A" = | o |, entao

A1p A2n - Qpp

T?”(At) = ai;tag+- -+ au,
= Tr(A)

T3 Sabemosque I, = |, . |, entao
00 -1

Tr(l,) = an+asn+--+an,

= 14+1+---+1
n parcelas
=n
kay  kayy --- kai,
ka ka < kaoy,
T4 ComokA=| % | entdo
kani kans -+ kap,

TT’(I{?A) = kau + kCLQQ + -+ k:ann
k(an + Qg + -+ Clnn)
= kTr(A)

T5 Sejam AB = Cij = Z aikbkj = aﬂblj + ainQj + -+ Clmbnj e
k=1

BA = dij = Z bikakj = bﬂalj —+ bigazj + -+ bmanj, entao
k=1

M=

Tr(AB) =

Cij
1
n

> aybi;

1k=1

i

I
.
Il

I
NE

1=
n

= Z a;1b1; + @iba; + -+ + Ainbp;
i=j=1

= (anbi + a12bar + - - - + a1bn1) + (a21b12 + ag2be +
s (anlbln + an2b2n +---+ a'nnb’rm)

s+ a2nbn2)+

(7)
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Por outro lado:
i=j=1
= Z Z birag;
i=j=1 k=1
= birar; + bizag; + - - - + binay,
i=j=1
= (by1a11 + bioaor + -+ 4 b1pan1) + (ba1aia + basase + - - - + bopang)+
o (bnlaln + bn2a2n + -+ bnnann) (”>
De (i) e (zi) concluimos que Tr(AB) = Tr(BA). O

Definicao 1.9.8. Uma matriz A é demoninada:
i) Simétrica se A = A;

i) Antissimétrica, se A = —A.

Definicao 1.9.9. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de

A uma matriz quadrada B de ordem n tal que

AB = BA = 1I,.

Proposicao 1.9.5. Sejam A e B matrizes quadradas. Se BA = I, entdo AB = I, ou

seja, B é a inversa da matriz A.
Demonstragdo. Da hipétese, BA = I, entao

det(BA) = detl
detBdetA =1

Logo detA # 0. Portanto, sistemas do tipo AX = D, onde A = [a;]

dy

dy :
D = | |, tém solug&o unica.

dy,

X1

X2
X=1| 1|e

1<i,j<n’
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1
. Co1 0 . . P
Sejam X; =| | eD;=| |, taisque AX,; = Dy, isto é,

aijl Q2 -+ Q| |C11 1 @11C11 + @12C21 + - - - + A1pCa
o1 G99 QAo | | C21 0 . a91C11 + @92C21 + -+ + aguCny = 0
= entao
Ap1 Ap2 - App Cnl 0 Ap1C11 + Ap2Co1 + -+ -+ ppCpn1 = 0
C12 0
. C22 1 . L
Sejam X, = | | e Dy = | |,taisque AX,; = D», isto €,
Cn2 0
app a2 -t Q| |Ci2 0 a11C12 + @12Co0 + - -+ a1pCha = 0
Qo1 Qg2 -+ Q2| |C22 . A21C12 + Q22Co2 + + + + A2,Cpra =
= entao
Apl Ap2  **° Qpp| [Cp2 0 p1C12 + ApaCoa + -+ + AppCpz = 0
Cin
. . , Con . . p
E assim por diante, até X,,=| | e D, = | |, taisque AX, = D,, isto é,
Chn 1
air a2 o QAip| |Cin 0 a11Cip + Q12C2n + -+ A1pCpp = 0
Qo1 Q22 -+ Qop| |Con 0 - A21C1p + A22Cop + -+ + A2 Cpp = 0
= | | entdo
ap1 QAp2 - App Cnn 1 An1Cin + An2Cop + -+ ApnCn1 = 1
€11 Ci2 - Cip
Co1 Co2 *++ Cop -
SeC=|_ | ~ |, entdo AC = 1.
Cnl Cn2 - Cpp

Como BA = [, temos B = Bl = B(AC) = (BA)C = IC = C. Portanto, se
BA=1,entdo AB = I, ou seja, B € a inversa da matriz A.

]
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. 2 5 .
Exemplo 1.9.4. Dada a matriz A = ik temos que a matriz B =

matriz inversa de A, uma vez que AB = I,.
Observacao 1.9.5.
1. Uma matriz quadrada ndo necessariamente possui uma inversa;
Por exemplo, a matriz A = 1 1 ndo possui inversa, ja que ndo existe uma matriz
quadrada B, de ordem 2 tal que AB = I.
2. Uma matriz quadrada A é dita invertivel se A admite uma matriz inversa;

Proposicao 1.9.6. Se uma matriz A possui uma inversa, entao essa inversa é unica.

Demonstragdo. Seja A uma matriz invertivel, e suponhamos B e C' duas inversas da
matriz A de ordem n x n, isto € AB = I, e CA = I,,. Assim, por (iii) e (iv) da proposi¢éo
1.9.2,

C=CIl,=C(AB)=(CA)B=1,B=B.

]

Definicdo 1.9.10. Se k € N e A é uma matriz invertivel, a matriz A=* é definida por:
A7F = (ATHk
Proposicao 1.9.7. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
(i) Se A é invertivel, entdo A~' também é invertivel e (A™')~! = A;
(i) Se A e B sdo invertiveis, entdo AB também é invertivel e (AB)™! = B~1A~%.

Demonstragcdo. (i) Se A é invertivel, entdo

AAT ' =AT"A=1, = ATA=AA" =],

Logo
A=(AH
(i) Se A é invertivel, entdo
AAT = I,
(A[H)A™Y = 1,
(ABB~HA™l = 1,
(AB)B7'A™1 = 1I,.
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Onde na pendultima igualdade usamos o fato de B ser invertivel.
Logo
(AB) ' =B1tA™t 0
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2 ABORDAGEM MATRICIAL DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo, vamos conhecer a definicdo de numero complexo via matriz,
suas propriedades e aplicagoes.

2.1 ABORDAGEM MATRICIAL

Segundo SOARES (2001), podemos iniciar a abordagem dos numeros comple-
X0S com a mais basica ilustracdo que se pode dar: a solugcao da equacao

2?+1=0 ou, z*=-1.

Sabemos que sobre R ndo ha solugao, assim vamos definir um “numero” 4,
satisfazendo i? = —1, que resolva esta equacgdo. Agora, postulamos a existéncia
desse “numero” ou invocamos da algebra elementar e saimos em busca de um ente
de natureza geométrica que seja a solucao procurada. Assim, vamos considerar a
equacéao sob a forma

X -X=-I,
, . - . 10 ,
onde X € uma matriz 2 x 2 com coeficientes reais, I = 01 e “ -7 é o produto de
. y o Jo o —1], ) )
matrizes. Dessa forma podemos verificar que i = Lo € uma solucao da equacéao

matricial. De fato:

2 0 =1} |0 -1 _ -1 0 I
1 0 1 0 0 -1
Assim, temos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1.1. Seja X e I matrizes reais de ordem 2, sendo I a matriz identidade.
A solugdo da equacéao

X -X=-I,

representa geometricamente a rotagdo de 5 radianos no plano cartesiano do sentido
anti-horario.

Demonstracdo. Observando a figura 5, temos que:

x
cos =—=x=rcosf e 2’ =rcos(0+6)
r

senezy:y:rseng e y=rsen(0+0)
r
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Figura 5 — Circunferéncia centrada na origem de raio r

Fonte: (NASCIMENTO, 2015)

¥ =rcos(0+6") = r(cos O-cos §'—sen 6-sen 0') = r (%-cos 9’—%3671 0') = x cos 0'—y sen 0

y =rsen (0+60") =r (cos 0-sen §'+cos 0'-sen 0) =r (E-Sen 0+ cos 0') = x sen 0'+y cos
r r

assim,

o'\ |wcost —ysent| |cos® —send x
Y |z sen @ + ycos O " |sen @ cos Yy

Tomando 0" = g temos que:

cos g —sen g 0 -1 )
= = .
sen 5 CoS g 1 0

O
b
Defini¢do 2.1.1. Seja M (R) = { [Z ] La,be R}, definimos a funcéo @ : C — M,
a
por
] a —b
O(a+bi) = :
a

Proposicao 2.1.2. A fungdo ¢ : C — M (R), definida acima é:
i. Bijetiva;
ii. (24 2')=(z) + d(2), paratodo z, 2’ € C;

iii. ®(z-2')=®(2)- ('), paratodo z, 2’ € C;
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iv. (1) =1.
Demonstracdo. Para provar i, vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva e injetiva.

1. Dada a matriz

] € My(R) tome z = a + bi. Por definigdo ®(a + bi) =
a

a —b . 3 .
] . entdo ® é sobrejetora.
a

—b —d
2. dados z = a + bi e 2 = ¢+ di tais que ®(z) = P(2), isto é, {Z ] = [; ] :
a C

entdo pela igualdade de matrizes, temos z = 2’ ( ou seja, ® é injetiva).
Prova de ii
Sejaz=a+biez =b+di.
P(z+7) = @([(atc)+ (b+d)))
a+c —(b+d)
_b +d a+c
[ c —d
_|_
_b a d c ]

a —b
= P(z)+ (7).

Prova de iii

Dados z=a+bie 2 = b+ di.

®(zz) = @[(ac —bd) + (ad + be)i]

ac—bd —ad— bc
_ad+ bc ac—bd

B o —b e -
B _b a d c
= O(z) D).

Prova de iv
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Proposicao 2.1.3. Se ® é uma fungdo como em 2.1.1, entdo ®(z~') = (®(z))~!, Vz # 0.

Demonstragdo. »z # 0 = |z| # 0 = a® + b* # 0. Entao det ®(z) = a® + b% # 0, ou seja,
d(z)~! existe.

7
a? + b2’

_ a—bi
d(z 1) = (p(aQ—}—b?)

Lembramos que 2! = sendo assim, temos

—b a
La2 +02 a2+ 12
T a b

La? + b2 a2 + b2

Agora,

1 a b
-1
() T2 +b62|—b a
a b
212 2 12
_ |a _—I—bb a Z—b (2.2)

a+0? a?+0?
De (2.1) e (2.2) segue-se que
B(=) = (0(2)
[

Devido ao fato de ® ser uma aplicacao bijetiva que conserva as operacdes de

. C . , a
adicao e multiplicagao, concluimos que as matrizes da forma { ] se comportam

a
exatamente da mesma maneira que 0s numeros complexos em relacdo a soma e ao

produto. Assim, todo numero nimero complexo z = a + bi associamos a matriz
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a —b a 0 0 —b 10
= + =a
AN KA T I

Logo, podemos identificar C com o conjunto {al + bi : a,b € R}. Temos entdo a
representacdo matricial dos nimeros complexos.

J =
1

0 —1 ,
—l—b[ Olza[—i-bz.

0 -1

~ 10
Observacao 2.1.1. al + 0i = a +0
01 1 0

1 0 ,
] =aq [O 1] = al é denominada de

parte real do numero complexo.

~ 10 0 —1 0 —1 . . L
Observacao 2.1.2. 0/+bi =0 [0 1] +b [1 0 } =b [1 0 ] = bi € a parte imaginaria

do numero complexo, denominado de imaginario puro.

Definimos as operagdes entre nimeros complexos a partir da soma e produto
de matrizes.

Definicdo 2.1.2. As operagcdes de soma e produto no conjunto C = {al + bi;a,b € R}
Ss80 dadas por:

i. Soma

Dados Z, = al + bi e Zy = ¢l + di pertencentes a C.

Zy+Zy = (al +bi)+ (cI + di)

_a —-b c —
= -

_b a] d c]
Jate —p+a)
B _b+d a+tc

= (a+c)+ (b+d)i.
ii. Produto

Dados Z, = al + bi e Zy = cI + di pertencentes a C.
B [a —b c —d
B _b a d c
lac — bd —(ad + bc)
lad+bc  ac—bd

= (ac—bd)I + (ad + be)i.
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Proposicao 2.1.4. O conjunto C dos numeros complexos satisfaz as seguintes propri-
edades:

1. Associatividade da soma

[(al + bi)+ (eI 4+ di)] + (el + fi) = (al + bi) + [(c] + di) + (el + fi)].

2. Comutatividade da soma
(al + bi) + (cI + di) = (cI + di) + (al + bi).
3. Elemento neutro da soma
O elemento neutro da soma é o complexo matricial 01 + 0i tal que
(al 4 bi) + (01 4 0i) = al + bi,
para todo al + bi € C.

4. Inverso aditivo

Para cada elemento al + bi € C o inverso aditivo € o complexo matricial —al — bi
tal que
(al + bi) + [—al — bi] = 0I + 0i.

5. Associatividade do produto
[(al +bi) - (eI +di)]- (el + fi) = (al + bi) - [(e] + di) - (el + fi)].
6. Comutatividade do produto

(al +bi) - (cI +di) = (cI + di) - (al + bi).

7. Distributividade do produto em relacdo a soma (esquerda e direita)
(al 4+ bi) - [(c] +di) + (el + fi)] = (al +bi) - (¢ + di) + (al + bi) - (el + fi);
[(al 4 bi) + (cI +di)] - (el + fi) = (al + bi) - (el + fi) + (cI + di) - (el + fi).

8. Elemento neutro do produto

O elemento neutro do produto é o complexo matricial 11 + 0i tal que
(al + bi) - (11 + 0i) = al + bi,

para todo al + bi € C.
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9. Inverso multiplicativo

Para todo al + bi € C n&o nulo, o inverso multiplicativo € o complexo matricial
1
a? + b?

a

(al +bi)™' = tal que

-b a

(al +bi)-[(al +bi)"") =11+ 0i

—b
]7Z2:
a

c —d

C

—f

e

Demonstracdo. Dados 7, = e Z3 =

], temos que:

1. Associatividade da soma

[(al +bi)+ (I +di)] + (el + fi) = [a _b] +

[a+c —(b+d)
_b+d a+c

e

(a+c)+e —[(b+d) + f]
(b+d)+f (a+c)+e

ot (cte) —b+(d+ f)]
b+ (d+f) a+(cte)

_|a D +_c+e —(d+f)
b oa _d+f c+e

o R (A )

2. Comutatividade da soma

(al +bi)+ (cI +di) = } +

lat+c —(b+d)]
_b+d a+c

c+a —(d—l—b)_
d+b  c+a

—c —d a —b
= -
_d c ] b «a ]

— (c]—}-di) + (aI+bi).
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3. Elemento neutro da soma

, 10 0 —1
0/ +0i = 0- +0
0 1 1 0
~Jo-1 0-0] fo-0 0-(-1)
0-0 0-1 0-1 0-0
~Joo] foo
oo 00
~Jo o
00
é o elemento neutro.
De fato,
o —b] [0 0
(al +bi)+ (01 +0i) = |°
_b a 00
~Jat0 —bto
ﬁ+0 a+0
B _a —-b
d a
= al + b.
4. Inverso aditivo
—(al +bi) = —al —bi
10 0 —1
= - —b
e
_|-a b
—-b —a
é o inverso aditivo. De fato,
- B
(al +bi) + [—(al +b))] = |” ¢
b a —b
B _a—a —b+b
 lb—b a-—a
Jooo
0 0

0 + 0.
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5. Associatividade da produto

(ol +bi) - (I +di)] - (el + i) = ([b _ab]'[; _d])[f _ef]

[

_(ac —bd)e — (ad+be)f  —[(ac —bd)f + (ad + bc)e]
[(ac = bd)f + (ad +bc)e  (ac — bd)e — (ad + bc) f

ac — bd —(ad + bc)
lad+0bc  ac—bd

ace — bde — adf —bcf —acf + bdf — ade — bee |
lacf — bdf +ade +bce  ace — bde — adf —bcf |

[ace — adf — bcf —bde —acf — ade — bce + bdf_
_acf + ade + bce — bdf  ace — adf — bef — bde |

a(ce — df) — b(cf +de) —[a(cf + de) + b(ce — df)]
la(cf +de) +b(ce —df)  a(ce —df) —b(cf + de)

0 —b] -ce—df —(cf+de)_
b a| |cf+de ce—df |

__a—b-. c—d'e—f
__ba d c f e

= (al +bi)-[(cI +di)- (el + fi)].

6. Comutatividade do produto

(@l +bi)-(cl +di) = |° _b] - ch _Cd

ac — bd —(ad + bc)_
_ad +bc  ac—bd |

[ca — db —(cb+ da)_
cb+da  ca—db |

o SR

= (cI +di) - (al + bi).
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a) Distributividade a esquerda

(al 4+ bi) - [(c] +di) + (el + fi)]

B o —b c+e
B b a d+f
B -ac+ae—bd—bf
~ |be+be+ad+af

_ac—bd+ae—bf
lad +bc+af + be

ac — bd —(ad + bc)
lad+bc  ac—bd

—a —b ¢ —d
_b a ] [d c ]

[(al +bi)+ (cI +di)] - (el + fi)

la+c —(b+d)
_b+d a-+c

_ae—l—ce—bf—df
_be+de+af+cf

[ae — bf + ce — df

_ae—bf —(af + be)
af +be ae—0bf

a —b]'[e —f]+
b a f e

—bf—df+ae+ce_

af +be+cf+de ae—bf +ce—df

7. Distributividade do produto em relacdo a soma (esquerda e a direita)

—(d+f)
c+e

—ad—af—bc—be_
—bd —bf + ac+ ae|

—ad—bc—af—be_
ac—bd+ae—bf_

ae —bf —(af + be)
af +be ae—0bf

HR

(al +bi) - (cI +di) + (al + bi) - (el + fi).
b) Distributividade a direita

N

af—cf—be—de_

af—be—cf—de_

ce —df —(cf+ de)
cf+de ce—df
—d

AR

(al 4 bi) - (el + fi) + (cI + di) - (el + fi).
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8. Elemento neutro do produto

4 10 0 -1
1I+0i=1 +0
01 1 0

(al +bi)- (11 +0i) = Z _ab][(l) (1)]

1 0|,
= {0 1] € o elemento neutro. De fato,

(a-1=b-0 a-0—b-1
b-1+a-0 b-04+a-1

B _a —-b
B _d a
= al + .

9. Inverso multiplicativo

(a[+bz’)_1:[a _b] _ 1

b a a? + b2
cativo. De fato,

a b i ﬁ . Lo
= | #0010 inverso multipli-
—b a P PR

(al +bi)-[(al + b)Y =

_a  _b
. CL2 +b2 a2+b2
_=b_ _a
a2 +b2 a2+b2

a? 4 b? ab _ _ab
_ a?+b? a?+b?  a?4b? a?+4b?
- b2 2

_azliﬁbz - aQGbe a2+b2 + a;:_bz
ot
o1
= 11+ 0. 0

Definicao 2.1.3. Divisdo de complexos na forma matricial

L = 2127", onde z, # 0. Aplicando
2

. . VA
Da teoria dos numeros complexos temos que
Z
a fungcdo @, temos:

@(Zl) = B(z12,)

= ®(z1)P(z9)7 "

Dessa maneira, definimos a divisdo de um complexo Z, por um complexo Z,,
onde Z,,Z, € M»(R) e Z, # 0:
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Z . , . .
onde 71 € apenas uma simbologia para representar a divisdo entre dois com-
2
plexos na forma matricial, uma vez que Z, e Z, sdo matrizes.

Observemos ainda que

1

Det(Zy)
1

D@t(Zg)

Zyt =

Assim, damos uma nova cara para a definicdo de um complexo Z, por um
complexo Zs.

Z 1
21— g A
Zs Y Det(Zy) 7?
7y 7
N Det(Zz)

2.2 CONJUGADO MATRICIAL

Antes de definirmos o conjugado matricial de um complexo, note que dado
z = (a + bi), temos

O(z) = P(a— i)
= O(a+ (-b)i)
_|a —(—b)}

b
] , definimos o seu conjugado por

Definicao 2.2.1. Dado o complexo Z = [Z
a

7 - [“ b] |
—b a
Observacao 2.2.1. Note que Z = Zt. Assim, a divisdo definida em 2.1.3 pode ser

reescrita da sequinte maneira:

Z, Iy 2y
Zy ' Det(Zy)

4 =2 _ 4 2
= /7 = .
2 4} [—2 4]

Exemplo 2.2.1. 7 =
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Teorema 2.2.1. Dado um complexo Z, temos:
1. Z+7Z =2Re(Z);
2 7 —7=2Im(Z);
3 7Z=7% 7Z=Re(Z).
e —b]
Demonstragdo. Seja Z = , temos:
a
_ Ja =] [a b] 20 0 0
1L z+Z=|" "+ " 7 =" T =21 7| =2Re(2).
_b a | _—b aj I 0 2a 0 a
_ Ja =b] [a b] [0 -2 0 —b
2. 2-7=|" 7= =2 = 2Im(Z).
_b a | _—b aj _2b a
_ —b b 0
3.2=Zo |" " e b=beb=0s2=" "| =Re(2). O
b a —b a a
Teorema 2.2.2. Dado dois complexos 7, e Z, temos:
1. Z1+ Zy = 7y + Zo;
2. lez = Z 72
- . —b — :
Demonstragdo. Sejam os complexos 7Z; = € Zy= ] , assim
a &
247y — a+c —(b+d)
b+d a+c
— a+c b+d a b c —
Z1—|—ZQZ - + :Z1—|—Z2.
—(b+d) a+c —b a —d ¢
—bd —(ad+b
2. 7.7, — ac (ad + bc)
ad+bc  ac—bd
ac—bd  ad+ be a b c d S
L1y = = = Z145. L]
—(ad + bc) ac—bd —b a| |—d ¢
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2.3 NORMA MATRICIAL

Definicao 2.3.1. Dado o complexo Z = , definimos a norma de Z, como sendo

a
0 numero real ndo negativo

|1 Z|| = Va? + b2.
Teorema 2.3.1. Dado o complexo Z,valem as seguintes afirmagées:

1. 12 =0 Z = 0;

2. 1121l = 112]|;
3. [|Re(2)]] < [12]};
4. [[Im(Z)|| < || 21];

5. 11ZIF =112 - Z]|.

Demonstracdo. Seja o complexo Z =

] , temos:
a

A demosntracdo do item (1.) € analoga a do teorema 1.6.1.

2. ||Z]] = Va2 + 12 =/a® + (=b)? = ||Z]).

a 0

a

3. Re(Z) =

] = ||Re(Z)|| = va® + 02 = |al.

Agoraa® < a® + b = Va2 < Va2 + 2= |a| < ||7]],

entao
[|Re(2)]] < [|Z]].
0 —b
4. Im(Z) = O] = |[Im(Z)|| = V0% 4+ b* = |b].

De forma analoga ao item anterior concluimos que |[Im(Z)|| < ||Z]|.

5. Da definicdo de norma temos,

1Z)| = Va2 + 12 = || Z]|* = a® + b,
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Agora,
_ a —b a b
7.7 = :
b a —b a
B -a2+b2 0
B 0 a? + b?
Assim
1Z-Z|| = \/(a?+12)2+02
= ||Z]]>.

]

Observacao 2.3.1. Note que, apesar de algumas propriedades de norma validas nos

complexos usuais também serem validas para a forma matricial, as propriedades 4

e 5 fogem do padrdo, uma vez que, na forma matricial nGo podemos comparar uma
. 0 . . .

matriz Re(Z) = g com um numero ||Re(Z)||. Pelo mesmo motivo,no item 6 da

a
forma matricial, é acrescentada norma do lado direito.

Lema 2.3.1. Dado os numeros complexos 7, Z, € Ms(R), vale a seguinte desigual-
dade:

|ac +bd| < |24 - || Z2]]-

-} _
Demonstracdo. Seja 7, = €y = , hote que:
a C
0 < (ad—bc)?
0 < a*d®— 2adbc + b*c?
2adbe < a’d?® + b*c?
Somando a?c? + b%d? temos,
a’c® + 2adbe + V*d?> < a?d® + a?’c + b2 + bAd?
(ac + bd)? < @A+ d?) + b* (2 + d?)
(ac+ bd)? < (a®+ 0 (A + d?)
lac + bd| < Va2 + 0PV + &P

= ||Zl|| : ||ZQ||
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Teorema 2.3.2. Se 7, e Z; sdo numeros complexos, entao:
1. |21 Zo|| = || Z4]| - || 22l
2. ||Z1 + Zo|| < ||Z41|| + || Z2||; (Desigualdade triangular)

3. ||1Z = Zol| 2 || Z0]] = [ Z2[ |

Demonstracdo. Sejam Z; =

1. Observamos inicialmente que:
a —b c —d|
b oal |d e¢|

|21 Zs|| = \/(ac—bd)2+(ad+b0)2
= \/(a202 — 2abcd + 0?d?) 4 (a?d? 4 2abed + b?c?)
— \/&262 + 242 + a2d? + b2c2
= \/(12(02 + d?) + b2%(c® + d?)
V(@ +02)(c2 + a?)

ac —bd —(ad + bc)

e ad +bc ac—bd

Entao,

e portanto,

121 Zo|] = V@ +RVE+ &
= ||Zl||HZ2H

MR AN

120+ Zoll = \J(a+c)?+ (b+d)?
|1Z1+ 25|12 = (a+c)*+ (b+d)?
a® + 2ac + ¢ + b% 4 2bd + d?
1 Z1[]? + 11 Z2||* + 2(ac + bd)
< 2P + (| Za||* + 2]ac + bd|

2. Sendo,

at+c —(b+d)
b+d a+tc

Entao,
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Do lema 2.3.1, segue que:

120+ ZoIP < |21 P + 201 Z0]] - | 2] + || 22 2
= (12l + | Z2])*

Ou seja:

120+ Zof| < | 2] + [ Z]].

3. Inicialmente temos que

20— 7, — a —b]_[c —d]:[a—c —(b—d)].
b a d ¢ b—d a-—c
Assim
12 =2l = Jla=o?+(b—dp
121 = 2| = (@—c)*+(b—a)

= a’—2ac+ A+ b*>—2bd + d?
= ||Z1|]? + 1| Z2|]? = 2(ac + bd)

> || Z1|P? + (| Z2| P — 2]ac + bd|
Do lema 2.3.1, temos
12y = Zo| P > | Z0]? = 2|1 21| - |1 Z2| + || Z2] P
= (Hle_HZ2H)2

ou seja,

121 = Zol| Z [ || Z0]] = [| Z2 ]
O

Observacao 2.3.2. Assim como em 1.6.2, na forma matricial valem as propriedades
|21 — Zs|| < ||Z1 + Zs|| e ||Z1 + Zs|| > | ||Z1]| — ||Z2|| |, as mesmas sdo de facil
verificagéo.

Observagao 2.3.3. Note que det(Z) = ||Z||>. Sabemos que Z! = Z, assim sendo,

7 T
Zy || Zo)?

Que é analoga a divisdo de complexos usuais.
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2.4 FORMA POLAR MATRICIAL

~ A . . T —
Definicao 2.4.1 (angulo entre nUmeros complexos). Seja 7, = ! y1] e
Y1
T - . ~ .. A
Zy = |7 yQ] dois complexos ndo nulos, definimos o angulo 0 entre 7, e Z, pela
Y2 T2
expressao:
0 = arccos T1%2 T 1Y )
Vri? + yi2Van® + yo?
Figura 6 — Representacdo geométrica de 0.
A
z =x+ i
i - —
: Zyp = g + Yol
wpofree 2 .
o i |
0 :L:l .'Inz =
Fonte: Autor
Tomando-se Z = —Y ey = ] temos que o angulo entre Z e 7, é
Yy T
dado por
9 T
COSU = —F/————.
Seja r = /a% + 42, temos:
x =rcosb.

De r = /22 + y? e da relagao fundamental trigonométrica, obtemos que

= rsend.
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Assim,

_r cos 6 —TS@TLQ]

rsenfl rcosf

B _r cos 6 0 n 0 —rsent
B 0 rcosf rsent 0

1 0 —1
= rcosf + rsenf

0 1 0

= rcosfl+rsenbi.

Observacao 2.4.1. Note que a forma polar matricial é analoga a forma polar algébrica,
onde z = rcosf + irsenf.

Observacao 2.4.2. Observe que para r = 1, temos o numero complexo matricial
[ cosfl  senf

—senf cos6
nar um ponto (a,b) em relagdo a origem, 6 graus, no sentido anti-horario, multiplica-se

, este é conhecido também como matriz de rotagcdo. Logo, para rotacio-

a

, ~ - b .
a matriz de rotacao pelo complexo matricial [ ] . Ou sgja,

—b a

{cos@ sen@] [a b] [acos@—bsen@ asenG—l—bcosH]

—senf cosf b a| (asen® +bcosh) acosh — bsend|’

que é equivalente ao par ordenado (a cosf — bsen 6, asenf + bcosb).

Observacao 2.4.3. Potencias de i na forma matricial. Seja i = 0 ] a unidade

imaginaria, as poténcias de i s&o:

i = T

it 1

i2 -1

= 20 = =i = —i
it = B3 o= —i-io o= 1
o=t = T-i =
i = P = i0 = =1
iT = %0 = —T-i = —i
i = T = —i-i o= 1

De forma analoga aos complexos usuais, as poténcias de i ocorrem em ciclos,
I,i,—1I,—i. Logo dado n € N, temos que i" = i", onde r € o0 resto da divisdo de n por 4.
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2.5 A EQUACAO DE EULER NA FORMA MATRICIAL

Esta secdo sera destinada a famosa equacao de Euler, uma equacéo que reune
nove conceitos basicos da matematica numa sé expresséao, e simboliza a diversidade,
pois reune numa pequena frase muitas areas diferentes da matematica.

e = —1.

Veremos como essa equagao se comporta no espago M,(R), onde podemos
0 -1

s
interpreta-la como sendo e L 0} = —1I. Para isso necessitaremos da definicdo de

exponencial de uma matriz, baseado em Doering e Lopes (2012).

Proposicao 2.5.1. Dado Z € M5(R), entéo
1Z™] = [|1Z]]™, ¥m € N.

Demonstragcdo. Vamos provar por indug¢ao que vale para m € N qualquer.
Para o caso n = 0 vale, pois:
1Z°] =[]l
=1
1Z]°.
Suponha que a propriedade seja valida para um certo m = k, ou seja, que

125 = 1| Z]]*.

Agora, provaremos que a igualdade vale paran =k + 1.

1254 = (12" 2|
= [1Z*]-11Z]].

Da hipotese de inducao, segue que
1254 = [1Z|* - 11 Z]|

1]+,
O

Definicao 2.5.1 (Exponencial de uma Matriz). Seja o conjunto Ms(R) , denotamos a
matriz exponencial de uma matriz Z € Ms(R) por

1 1 1 . © 1 .
Z _ 72y T3 L 7. = 7]
e —]+Z+2!Z +3!Z + +]_!Z + = 'E_ j!Z' (2.3)

E imediato da prépria definicdo que ¢ = 1I.
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Uma pergunta que defemos fazer é se a exponencial dada em (2.3) esta bem
definida. Para responder tal pergunta, observemos que

LA 1 .
1520 < 252
= J! !

j,HZjH

§=0
v 1
=0 J
Pela proposicao 2.5.1, temos

12521 < > SlIAIP.
= ! j

j=0J"

Fazendo-se n — oo

(DY UIES DA
j=0J" i=0J"

e como a série de Taylor da fungdo exponencial é dada por:

ZL’2 IS
¢ =1+a+ 5+ 5+ Veja (NETO, 2015).
entao
Loy Lyos 1]
L2+ 51270+ 127 + - =T e R

Isso mostra que a matriz exponencial de uma matriz A estd bem definida.

Lema 2.5.1. As poténcias de 0i para:
1. um numero par é dada por:
0 -0 2"_( e [0
o 0| 0 6>

2. um numero impar é dada por:

0 —g 2n+1 _( 1>n 0 _02n+1
9 0 o 02n+1 0

Demonstragcdo. Provemos por inducéo.
1. Poténcias pares:

Para n = 2, temos:
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o -6 fo -6] Jo —6] [-e¢ o
0 o |6 ol |6 of |0 —62|
Supondo que a igualdade seja valida para n = k, ou seja
0o 0" [P0
o 0| 0 62|’

devemos mostrar que também é valida paran = k + 1.

2(k+1) 2% 2
0 —0 o —6|" |0 -6
[9 o] B {0 0] {0 0]
160 —62 0
= = [o 9%] | [ 0 —92]
i 0k o | |62 0
erealt A2

— 1 k+1 92(k+1) 0
= (=1) 0 p2(k+1) |

O que mostra o resultado para poténcias pares.

Agora

2. Poténcias impares:

Para n = 3, temos:

Coet I et R A B A

Supondo vélida para n = k, ou seja

0 _o 2k+1 o .
0 0 =(=1) 92k+1 0

devemos mostrar que para n = k + 1 a igualdade também é valida.
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De fato,

2(k+1)+1 - 7 (2k+1)+2
[0 0]( ) ( )

r 7 2k+1 2
~fo -0 0 —0
1o 0 0 0
0 _€2k+1 92 0
— (_1\k (=
o ( 1) {92%1 0 ] ( 1> [0 92]
0 _92k+1 92 0
_ _1\k(_ . .

- 0 _g2k+1)+1 |
92(k’+1)+1 0

6 0

Agora apresentaremos a férmula de Euler na versao matricial.

Teorema 2.5.1. (Formula de Euler) Seja 6 € R, entdo

e = cos 01 + senbi.

Demonstracdo. Lembramos que as séries de Taylor das fun¢des seno e cosseno sao
dadas por:

cos =1— 21!92 + i!94 — 61!96+... :g ((;]1)):92]
° > J
sen =6 — ?}!634— 51!95 - 71!97+... :jz:;(Q(j'_i)l)IHQjH'
Agora,

W:iIF_T

i=J'e o
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Pelo lema 2.5.1, temos:

' x 1 g2 g2t
0i
© Zf_(_l)] [92j+1 ' ]

3:0]' G2
o (-1 & (<1
B %(%)'9 _;0(23’“)!
I e T
P TRk 2 (2))

e portanto

senf cosf
-1
+ sen 6 0
1 0

= cos0I + sen bi.

0i [cos 0 —sen 9}
e o

1
= cosf [
0

]

Observacao 2.5.1. Note que a forma matricial da equagéo de Euler é analoga a formula
de Euler ¢ = cos + isen .

Para o caso particular em que 6 = 7, temos que:

T

e = cos7l + senmi
= I

Observe que esta € a versdo matricial da equacéo de Euler, que é dada por

e™ = —1.
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2.6 TABELA COMPARATIVA ENTRE OS COMPLEXOS USUAIS E OS COMPLEXOS
MATRICIAIS

Comparacgao entre o caso usual e matricial

Caso Usual Caso Matricial
—b
z=a+biouz=(a,b) z ="
b a
— b
Z=a+b 7 = 4
-b a
a_ 4 2 é — 21 Zy
Z9 29 Zo Z2 Det(Zg)
Re(z) <|Re(z)| < |2| [ Re(Z)| < || Z]]
Im(z) < [Im(2)| < |2| [ Im(Z)|| < || Z]|
2> =2-% 121> =17 - Z|
10 0 —1
z=rcosf + rsenbi Z =rcosf + rsen6
01 1 0
‘ . 10 0 —1
e =cosy+1i-seny e = cosf + sen @
0 1 1 0
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3 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacao, foi apresentado um texto a respeito da forma matricial dos
numeros complexos, material este que pode ser usado como mais um recurso didatico
por alunos e professores da iniciacao cientifica do ensino médio.

Apresentamos neste texto as principais propriedades elementares dos numeros
complexos e da algebra de matrizes, além de suas demonstracées, onde usamos
recursos basicos do conjuntos dos numeros reais.

Por fim, apresentamos uma nova caracteriacao do conjunto dos nimeros com-
plexos, utilizando a algebra matricial, onde foi possivel observar as propriedades dos
numeros complexos de um novo ponto de vista, além de podermos comparar cada uma
dessas propriedades dentro do respectivo espaco vetorial.

Espera-se que este trabalho contribua de forma significativa com as aulas dos
professores do ensino médio e, consequentemente, contribua com a formacédo em
matematica dos alunos no contexto da iniciacao cientifica.
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A ESPACOS VETORIAIS DAS MATRIZES

Aqui veremos algumas definicées a cerca do espaco vetorial M, estudado no
capitulo 2. Por exemplo, o que nos levou a definir a norma nesse espago como sendo
|1Z|| = Va2 + b2, que num primeiro momento sugere que a definicdo foi decorrente
apenas da intuicao, mas ndo, veremos que ela decorre de uma definicdo de produto
interno nesse mesmo espacgo, que é bem diferente da definicdo de produto interno
usual dos numeros complexos. Parte dessas definicbes podem ser encontradas em
(LANG, 2003), (COELHO; LOURENGO, 2013) e (LIMA, 2012).

A.1  Espago Vetorial

Definicao A.1.1. Um conjunto ndo vazio V é um espaco vetorial sobre um corpo R
se em seus elementos estiverem definidas as seguintes opercgées, satisfazendo as
propriedades abaixo:

ADICAO: A cada par u,v € V corresponde a um elemento u+v € V, chamado de soma
de u e v, de modo que:

(A1) u+v=v+u,Vu,v eV (comutatividade da soma).
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v,w € V (Associatividade).

(A3) exista emV um elemento, denominado elementonulo e denotado por 0, tal que
04+v=v,YveV.

(A4) a cada elemento v € V exista uma elemento em V', denotado por —v, tal que
v+ (—v) =0.

PRODUTO DE UM VETOR POR UM ESCALAR : A cada para € R ev € V, cor-
responde um elemento av € V, denominado produto por escalar de o por v de modo
que:

(P1) (af)-v=a(f-v),Va,B € R eVv € V (Associatividade do produto).

(P2) 1-v=wv,Yv €V (onde 1 é o elemento neutro de R).

Além disso,as operagbes de soma e produto se distribuem, isto é, valem as
seguintes propriedades:

(D1) a- (u+v)=a-u+a-v,Ya e ReVu,veV.
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(D2) (a+pB) - v=a-v+[-v,Vo, EReVveV.

Exemplo A.1.1. O conjunto M,(R) das matrizes quadradas de oredem 2, munido das
operacoes de soma e produto por escalar usuais, é um espaco vetorial.

Demonstragdo. De fato, basta observar em 1.9.1 e 1.9.2, itens i, ii, iii € iv que toda
matriz satisfaz as propriedades de espaco vetorial, sendo assim, as matrizes M;(R) em

particular também satisfazem tais propriedades. O elemento neutro do espaco vetorial

, 00
M, (R) € a matriz 0 = [0 ol O

Definicao A.1.2 (subespaco vetorial). SejaV um espaco vetorial, e seja W um subcon-
junto de V. Dizemos que W €& um subespaco , se W satisfaz as seguintes condigbes:
(i) Sev ew sdo elementos de W, a soma v + w também e um elemento de W'
(i) Se v é um elemento de W e o« é um numero, entdo « - v € um elemento de .

(iii) O elemento 0 de V' também é um elemento de WV .
Se W é um subespacgo, entéao ele é também um espago vetorial.

a —b

Proposicao A.1.1. O conjunto M5(R) = ;
a

] € um subespaco vetorial do espaco

vetorial M>(R).

Demonstragdo. Primeiramente, observemos que o conjunto M, (RR) € um subconjunto
de M,(R), uma vez que o segundo é o conjunto de todas as matrizes de ordem 2.

Devemos mostrar que no conjunto M,(R) vale as condigbes enumeradas em
A.1.2.

—b —
Sejam as matrizes A = B = ] pertencentes a My(R) e aum
a C
numero real. Assim:
(i)
A+ B — a —b n c —d
_b a d c
| —(b+d
_ |ate (b+d) € My(R)
b+d a+c
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(ii)

aA:oz[a_]
b a

(iif)

. . 0 0
O elemento neutro do conjunto M(R) é 0 = [ ] .

00
De fato
o —b] [0 0
Avo = | 77+

_b a 00
~Jat0 —bto
B b+0 a+0
B _a —b
B _b a
= A.

Logo, o elemento neutro do conjunto M,(R) é o mesmo do conjunto MsR.
Sendo assim, o conjunto M, (R) € um subespago vetorial de MyR. ]

A.2 Produto Interno

Definicao A.2.1. Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo R. Um produto interno
sobreV é uma funcéo (, ) : V x V — R que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) (u+v,w) = (u,w) + (v,w),Vu,v,w € V.
(P2) (Au,v) = XMu,v), V) € R, Vu,v € V.
(P3) (u,v) = (v,u),Yu,v € V.

(P4) (u,u) >0, seu#0.

Defini¢ao A.2.2 (Produto Interno em M, (R)). Seja o espago vetorial M,(R). Dada as
matrizes A e B em My(R), definimos o produto interno entre as matrizes A e B pela
expressao:

(A, B) = ;Tr(BtA)
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Demonstracdo. Devemos mostrar que a expressao acima satisfaz todas as proprieda-
des da definicdo A.2.1.

Dado as matrizes A = “ b,B: ¢ f,C': bJ e 0 numero real ),
c g h k1
temos:
(P1)
o b e f (
A+B,C == _I' )
< ) <_c d] g h] [k l]>
~Jlate vyl i j>
~ \|e+g d+h] 7|k I
1 [i k] [ate b+ f
2 c+g d+h
_ L li(a+e)+k(c+g) i(b+f)+k(d+h)
2 jla+e)+lc+g) 0+ f)+1d+h)
1 L
= 5[z'(aJre)+k:(c+g)+j(b+f)+l(d+h)] (7)

Por outro lado:

(A,C) +(B,C) = <

SITREI
e

4+ =Tr
i + ck bi+ dk ei + gk fi+ hk

2
laj +cl by +dl ej+gl fj+hl

[(ai + ck) + (bj + dl)] + ; [(ei + gk) + (fj + hl)]

Il
| —
~
<

1

r
2

~
3

N~ N~ N~

[i(a+e) + k(c+g) +j(b+ f) + U(d+ h)] (i7)

De (i) e (i) temos que (A + B,C) = (A,C) + (B, C).
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(P2)

3 a b | e f >
c d| |g h
Ab| e f
M| g R
e g Aa Ab
f h Ae Ad
1 [ Aae + Acg Abe + Adg
2 (Xaf + Ach Abf + \dh
_ ETT \ ae+cg be—+dg
2 af +ch bf +dh

_ )\lTr e g| |a b
2 f k| |c d

= )\iTT‘BtA

= MNA, B)

\a
e

s =
|

Tr

1
2

|

(P3) Temos que:

<A’ B> =
1

= =Tr
2

1
= 1TIr
2

1
iTTBtA

e g a b
_f h c d
_ae—l—cg be + dg
af+cg bf +dh

= ;(ae+bf—i—cg+dh) (i)

Por outro lado:

1
= TIr
2

1
= TIr
2

1
= §(ae+bf+cg+dh)

1
iTT'AtB

a ¢

b d

. € f
g h

-ae+cg af + ch

be +dg bf +dh
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De (i) e (ii), temos que (A, B) = (B, A).

(P4)

Se A # 0, entdo pelo menos um elemento a;; € A é ndo nulo. Seja a;; = a esse
0
ol

(A,A) = -TrA'A

elemento. Assim A =

Logo, demonstradas todas as propriedades exigidas no item A.2.1, temos que a
expressao
1
(A, B) = 5Tr(BtA)

é de fato um produto interno. O

—b
Exemplo A.2.1. Produto Interno no Subespago M,. Dada as matrizes A = [a ] e

B—

] em M, o produto interno fica definido pela expressao:
C

1
(A, B) = iTrBtA = ad + be.

A.3 Norma

Definicao A.3.1. Segja v um elemento do espaco vetorial V' sobre um corpo R, munido
de produto interno, chamamos de norma de v ao numero real dado por

lol] = y/{v,v)

Observacao A.3.1. Seja V. um espaco vetorial com produto interno, segue imediata-
mente das definic¢ées que

(@) ||v|]| > 0,Yv e Vellv|| =0« v=0;

(b) [lav|| = |af|[v][,Ya e R eVv € V.
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Exemplo A.3.1. Norma no espaco Ms(R). A norma no espago dos complexos matrici-
ais é dada por

121l = Va* + b2,

Demonstragcdo. Dada a matriz Z = , temos

a

1
(2.2) = Tr2'Z

1 -a b a —=b
= TIr .
2 —b a b a
1 [ 2 2
_ Lo a“+b 0
2 0 a’® + b?
1 L
= =2(a®*+1?)

2
= a®+?

Assim, temos que

1zl = \(2.2)
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B ATIVIDADE PRATICA

Neste apéndice apresentamos uma proposta de atividade, que pode ser desen-
volvida em sala de aula. Ela tem como objetivo a pratica do aprendizado e tem como
metodologia a resolucéo de problemas.

Os exercicios abaixo basearam-se nos exercicios encontrados na referéncia
(DANTE, 2013).

Questao 2: Calcule ZZ nos casos abaixo:

]

a) Z = :
—4 3
0 ]

b) Z = ;
7 0
1 1

C) Z = :
-1 -1

Questao 3: Determine os nimeros complexos Z e Z taisque Z +Z =4e Z - Z = 13.

Questao 4: Determine as divisdes indicadas:

_1 _3_
3 1
a) = =
1 1
-1 1
_2 _3_
3 2
b) — -
1 =2
2 1
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Questao 5: Determine a norma de cada um dos seguintes nimeros complexos:

-3 2

a) Z = :
-2 =3
o

b) Z = :

0 -7

o]

c) Z = ;
4 3
) _a]

d) Z =
_3 0 -

Questéo 6: Escreva na forma trigonométrica matricial os seguintes nimeros complexos:

0 —6
a) Z = :
_6 0 -
S
b) Z = :
2 2
o o]
C) Z = ;
-2 2
3 0
d) Z = .
I 0 -3
- 3 2 =5 )
Questao 7: Se 7, = e Zy = 5 | determine:
a) |21 + (| Za]];
b) [|Z1 - Zsl|;
c) |Z1 + Za;
d) [[Zu]] - [| Z|l-

Questao 8: Calcule as poténcias dos complexos abaixo:

- 17

0 —4
a) ;

4 0

-O 5- 47
b)

5 0
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Questao 9:

Questao 10:

Questao 11:
Questao 12:
Questao 13:

Questao 14:

Questao 15:

Represente na forma algébrica os seguintes numeros complexos:

3 —6
a) Z, = :
Nl 3]
2 5
b) Z, = ,
) 2, _5_2}
[0 8
C) 73 = .
) 2, __8]

Encontre a forma matricial dos seguintes nimeros complexos:

a) 7, — —4 +2i:
b) Z, = 3 — 5i:
C) Z3 = —6.

Resolva a seguinte equacdo: Z + [ =37 — 21.
Demonstrar 2.3.1, item 5.
Demonstrar as propriedades citadas na observagao 2.3.2.

Qual o angulo obtido ao rotacionar (v/2,0) em relagdo a origem, no sentido
anti-horéario, de modo a obter o ponto (1,1)?

Encontre as coordenadas do ponto B, ap6s uma rotagao do ponto A(5, —4) de
60 ° no sentido anti-horario em relagédo a origem.
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