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À minha esposa Cristiana Cilene da Silva Ferreira Paulo e filhas Brenda Ohana Fer-

reira e Maria Eduarda Ferreira Paulo pelo amor, carinho, dedicação, paciência e compre-

ensão quanto à minha pessoa.

Ao Antônio Francisco Leitão, amigo e colega de turma pela colaboração em colo-

car esta dissertação de acordo com as normas para apresentação dos trabalhos técnico-
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RESUMO

Neste trabalho, investigamos inicialmente o problema da obtenção de uma gravitação
Newtoniana modificada no caso da teoria da Relatividade Geral. Na sequência, encontramos
uma solução geral com simetria esférica para um campo gravitacional fraco no contexto da te-
oria de Brans-Dicke. Esta solução é independente de qualquer condição de coordenada. Então,
para uma escolha conveniente da função f (r) na métrica de Brans-Dicke, exibimos uma fórmula
modificada para a gravitação Newtoniana, a qual pode descrever a gravidade em uma escala de
comprimento pequena. Discutimos os resultados em comparação com o caso da Relatividade
Geral.

Palavras-chave: Gravitação Newtoniana Modificada; Teoria de Brans-Dicke; Aproximação de
Campo Fraco.



ABSTRACT

In this work, we investigate initially the problem of obtaining a modified Newtonian
gravitation in the case of General Relativity theory. Following, we find a general solution
with spherical symmetry for a weak gravitational field in the context of Brans-Dicke theory.
This solution is independent of any coordinate condition. Then, for a convenient choice of
the function f (r) in Brans-Dicke metric, we exhibit a modified formula to Newtonian gravity,
which can describe gravity in a small length scale. We discuss the results in comparison with
the case of General Relativity.

Keywords: Modified Newtonian Gravitation; Brans-Dicke Theory; Weak Field Approximation.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria da Relatividade Geral (EINSTEIN, 1915; LORENTZ; EINSTEIN; MIN-

KOWSKI, 2001) é uma das principais realizações intelectuais do século XX. Caminhando para

completar 100 anos em 2015, segue sendo a teoria padrão da gravitação (WILL, 2006). Não

obstante, a teoria da gravitação de Newton pode ser recuperada como um caso particular da

Relatividade Geral, sendo válida no domı́nio de campos gravitacionais fracos (HITZER; DEH-

NEN, 1997) e de corpos que se movem com baixas velocidades em comparação com a velo-

cidade da luz. Nesse domı́nio, a força gravitacional deve variar com o inverso do quadrado da

distância entre duas massas puntiformes.

Nos últimos anos, têm surgido algumas propostas teóricas relacionadas com as interações

fundamentais da natureza ( ARKANI-HAMED; DIMOPOULOS; DVALI, 1999; DIMOPOU-

LOS; GIUDICE, 1996). De acordo com essas teorias, a existência de dimensões extras espaciais

faria com que, em uma escala de comprimento pequena, menor do que 10−3 cm (HOYLE; SCH-

MIDT; HECKEL, 2001), a força gravitacional entre duas massas puntiformes se desviasse do

valor previsto pela gravitação Newtoniana.

Uma maneira de se verificar desvios na força gravitacional em uma escala de com-

primento pequena é através do estudo do efeito Casimir (CASIMIR, 1948). De acordo com a

Eletrodinâmica Quântica, pares de partı́culas e antipartı́culas são continuamente criados e ani-

quilados no vácuo. Porém, a colocação de fronteiras nesse vácuo quântico, como por exemplo

placas condutoras eletricamente neutras, ocasiona o aparecimento de uma força entre os condu-

tores, a qual é chamada de força de Casimir. A este fenômeno dá-se o nome de efeito Casimir.

Então, a procura por desvios na força de Casimir produz um teste de modelos que prevêem a

existência de dimensões extras, podendo-se determinar também a magnitude do desvio da força

gravitacional em relação à gravitação de Newton (MASUDA; SASAKI, 2009; DECCA et al.,

2009).
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A modificação da gravitação Newtoniana requerida por teorias que admitem a existência

de dimensões extras espaciais (ARKANI-HAMED et al., 2000; SHIFMAN, 2010) pode, no en-

tanto, ser obtida no próprio contexto da teoria quadridimensional da Relatividade Geral. De

fato, é possı́vel mostrar que um potencial gravitacional com um termo adicional do tipo de

Yukawa pode ser obtido no limite de campo fraco e baixas velocidades da Relatividade Geral

(DUAN; TIAN, 2008).

Além da teoria da Relatividade Geral, existem outras teorias de gravitação que foram

propostas ao longo dos anos (WILL, 2006). Entre estas, pode-se destacar as teorias escalares-

tensoriais (BERGMANN, 1968; WAGONER, 1970; NORDTVEDT, 1970), que são a mais

simples generalização da Relatividade Geral através do acréscimo de um campo escalar φ para,

junto com a métrica gµν do espaço-tempo, descrever os efeitos gravitacionais da matéria. As

teorias escalares-tensoriais da gravitação admitem um parâmetro de acoplamento ω do campo

escalar com a geometria, o qual é, em geral, uma função do campo escalar: ω(φ). A teoria

de Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961), corresponde ao caso em que ω(φ) = ω =constante,

devendo ser esse valor fixado por meio das observações experimentais.

O interesse no estudo das teorias escalares-tensoriais se dá devido a vários aspectos

que têm sido investigados: em situações de altas energias, como no Universo Primordial, a

natureza da gravitação pode ser escalar-tensorial (DAMOUR; POLYAKOV, 1994), elas podem

ser o limite de baixas energias de teorias mais gerais que unifiquem a gravitação com outras

interações ou a quantizem (FARAONI, 2009), além da verificação de testes experimentais da

interação gravitacional (DAMOUR, 2000) e Cosmologia (WEINBERG, 2008).

Neste trabalho, investigamos inicialmente o problema da obtenção de uma gravitação

Newtoniana modificada no caso da teoria da Relatividade Geral, detalhando o trabalho de Duan

e Tian (2008). Em seguida, estudamos o problema do ponto de vista da teoria de Brans-Dicke,

obtendo uma solução geral com simetria esférica para um campo gravitacional fraco. A partir

desta solução, exibimos uma fórmula modificada para a gravitação Newtoniana, a qual pode

descrever a gravidade em uma escala de comprimento pequena. Discutimos os resultados em

comparação com o caso da Relatividade Geral.

A dissertação está organizada do seguinte modo: a seguir, no Capı́tulo 2, é feita uma re-

visão da solução de Schwarzschild, abordando-se algumas de suas consequências. No Capı́tulo

3, desenvolve-se o formalismo de campo fraco da Relatividade Geral. Prosseguindo-se, estuda-
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se no Capı́tulo 4 a solução geral estática e com simetria esférica das equações de Einstein

para o vazio, obtendo-se daı́, no limite de campo fraco e baixas velocidades, uma gravitação

Newtoniana modificada que incorpora um termo adicional do tipo de Yukawa na energia po-

tencial. Então, investiga-se no Capı́tulo 5 o problema análogo ao do capı́tulo anterior, isto é, a

obtenção de uma gravitação Newtoniana modificada com um termo do tipo de Yukawa, porém,

no contexto da teoria gravitacional de Brans-Dicke. Finalmente, os resultados obtidos são apre-

sentados e comentados no Capı́tulo 6.
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2 A MÉTRICA DE SCHWARZSCHILD

2.1 INTRODUÇÃO

Vamos obter a solução de Schwarzschild das equações de campo de Einstein, a qual é

uma solução básica da teoria da Relatividade Geral. Em seguida, examinamos o caso em que a

métrica possua simetria esférica, mas seja variável no tempo, discutindo esse resultado à luz do

teorema de Birkhoff.

2.2 A SOLUÇÃO DE SCHWARZSCHILD

A solução de Schwarzschild foi a primeira solução encontrada das equações de Eins-

tein da Relatividade Geral (LANDAU; LIFSHITZ, 1996; LEITÃO, 2009), correspondendo

ao campo de gravidade produzido por uma distribuição de matéria estática e esfericamente

simétrica. Esta solução representa, com boa aproximação, o campo exterior gerado pelas estre-

las, como o Sol.

Para obtermos a solução de Schwarzschild, vamos considerar a seguinte forma geral

para o elemento de linha de um espaço-tempo com simetria esférica e estático:

ds2 = α(r)c2dt2−β (r)dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) , (2.1)

o qual, por conveniência, ainda pode ser escrito como

ds2 = eνc2dt2− eλ dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) , (2.2)

onde ν = ν(r) e λ = λ (r). Com as definições x0 = ct, x1 = r, x2 = θ e x3 = ϕ , o tensor métrico

covariante é dado por
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gαβ =


eν 0 0 0

0 −eλ 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2sen2θ

 . (2.3)

Ainda, como gαβ = gµαgνβ gµν , o tensor métrico na forma contravariante é igual a

gµν =



e−ν 0 0 0

0 −e−λ 0 0

0 0 − 1
r2 0

0 0 0 − 1
r2sen2θ


. (2.4)

As equações de campo da teoria da Relatividade Geral são expressas por

Rµν −
1
2

gµνR =
8πG
c4 Tµν , (2.5)

sendo Rµν o tensor de Ricci, R = Rµ
µ o escalar de curvatura, Tµν o tensor energia-momento da

distribuição material, G a constante gravitacional de Newton e c a velocidade da luz. No vácuo,

tem-se Tµν = 0 e logo (2.5) se reduz a

Rµν = 0, (2.6)

onde,

Rµν = Γ
α

µν ,α −Γ
α

µα,ν +Γ
β

µνΓ
α

βα −Γ
β

µαΓ
α

βν . (2.7)

Então, precisamos calcular os sı́mbolos de Christoffel Γα
µν = 1

2gαρ
(
−gµν ,ρ +gρµ,ν +gνρ,µ

)
.

Calculando-se os sı́mbolos de Christoffel não nulos, encontra-se que

Γ
1

11 =
1
2
(ln |g11|),1 =

1
2

[
ln
(

eλ

)]
,1
=

1
2

λ
′,

Γ
1

00 =−
1
2

g11g00,1 =−
1
2

g00,1

g11
=

1
2

e(ν−λ )
ν
′,
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Γ
1

22 =−
1
2

g11g22,1 =−
1
2

g22,1

g11
=−re−λ ,

Γ
1

33 =−
1
2

g11g33,1 =−rsen2
θe−λ ,

Γ
2

33 =−
1
2

g22g33,2 =−senθ cos θ ,

Γ
0

10 =
1
2
(ln |g00|),1 =

1
2
(lneν),1 =

ν ′

2
,

Γ
2

12 =
1
2
(ln |g22|),1 =

1
2
(
lnr2)

,1 =
1
r
,

Γ
3

13 =
1
2
(ln |g33|),1 =

1
2
[ln(r2sen2

θ)],1 =
1
r
,

Γ
3

23 =
1
2
(ln |g33|),2 =

1
2
[ln
(
r2sen2

θ
)
],2 =

cos θ

senθ
= cotgθ ,

onde a linha significa a derivada em relação a r.

Agora, com os sı́mbolos de Christoffel determinados, obtemos as componentes inde-

pendentes e não nulas do tensor de Ricci a partir de (2.7), conforme detalhado no Apêndice

A:

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)] ,

R11 =−
ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′) ,
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R22 =−e−λ

[
1− eλ +

r
2
(
ν
′−λ

′)] .
Assim, as equações de campo (2.6) ficam

ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)= 0, (2.8)

−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)= 0, (2.9)

1− eλ +
r
2
(
ν
′−λ

′)= 0. (2.10)

Somando-se (2.8) e (2.9), vem que

ν ′+λ ′

r
= 0 =⇒ ν

′+λ
′ = 0 =⇒ ν +λ = constante. (2.11)

Por outro lado, para r→ ∞ a métrica (2.2) deve tender para a métrica do espaço-tempo plano.

Assim,

lim
r→∞

eν −→ 1 =⇒ lim
r→∞

ν −→ 0,

lim
r→∞

eλ −→ 1 =⇒ lim
r→∞

λ −→ 0,

e portanto, segue de (2.11) que

ν +λ = 0. (2.12)
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Usando-se (2.12) em (2.10), temos

1− eλ − rλ
′ = 0,

multiplicando-se ambos os membros por e−λ , obtém-se

e−λ − rλ
′e−λ = 1

d
dr

(
re−λ

)
= 1

re−λ = r+C, (2.13)

onde C é uma constante, para a qual atribuiremos o seguinte valor

C =−2GM
c2 , (2.14)

sendo M uma constante, que é igual a massa do corpo central que produz o campo gravitacional

(PAPAPETROU, 1974).

Dando continuidade, tem-se de (2.13) e (2.14) que

eλ =

(
1− 2GM

c2r

)−1

. (2.15)

E, imediatamente de (2.12) e (2.15), também encontramos

eν = 1− 2GM
c2r

. (2.16)
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Dessa forma, obtemos a solução de Schwarzschild (2.2):

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) . (2.17)

O elemento de linha também pode ser escrito como

ds2 =
(

1− rS

r

)
c2dt2−

(
1− rS

r

)−1
dr2− r2 (dθ

2 + sen2
θdϕ

2) , (2.18)

onde rS =
2GM

c2 é chamado de raio de Schwarzschild ou raio gravitacional da massa M. Se

r = rS, temos uma singularidade na métrica (2.18), a qual é na verdade uma singularidade

de coordenada, pois pode não ocorrer em outro sistema de coordenadas em que a métrica for

escrita, como por exemplo, as coordenadas de Eddington-Finkelstein (PAPAPETROU, 1974).

No caso do Sol, que tem uma massa igual a 1,99×1030 kg, encontramos que rS = 2,95

km. Porém, o raio do Sol é R = 6,96×105 km e a métrica (2.18) é válida no exterior da estrela,

para r > R. Portanto, efetivamente, tem-se que r > rS nos problemas envolvendo o campo

externo gerado pelo Sol.

As estrelas passam por várias fases durante a sua evolução. Na fase final, após ter gasto

o combustı́vel nuclear, se a estrela tiver uma massa maior do que cerca de 1,44 vezes a massa

do Sol, o chamado limite de Chandrasekhar (CHANDRASEKHAR, 1931), ela se tornará uma

estrela de nêutrons, com um raio tão pequeno quanto 4 km (RYDER, 2009). Porém, se sua

massa é maior do que cerca de 6,7 vezes a massa do Sol (HARTLE, 1978; HARTLE, 2003),

a estrela não poderá se manter em uma configuração de equilı́brio e colapsará em direção a

r = 0. Nessas condições, a região do espaço em que r < rS será limitada pela superfı́cie r = rS,

a qual agirá como um horizonte para observadores do lado de fora da região. Assim, sinais

vindos de fora poderão entrar, mas nenhum sinal, nem mesmo a luz, poderá sair através da

superfı́cie. Teremos, então, a formação de um buraco negro (OHANIAN; RUFFINI, 1994).

Experimentalmente, existem evidências da existência de buracos negros em sistemas binários

de estrelas e nos centros de galáxias (HARTLE, 2003).
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2.3 CAMPO GRAVITACIONAL VARIÁVEL NO TEMPO

Vamos considerar um campo gravitacional esfericamente simétrico e variável no tempo,

que satisfaz as equações de Einstein no vazio. Este poderia ser, por exemplo, o campo gravita-

cional no exterior de uma estrela esfericamente simétrica que esteja colapsando, expandindo ou

pulsando (OHANIAN; RUFFINI, 1994).

A métrica que vamos considerar é, portanto,

ds2 = eνc2dt2− eλ dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) , (2.19)

sendo que, ν = ν(r, t) e λ = λ (r, t).

Verifica-se que os sı́mbolos de Christoffel não nulos calculados na seção anterior não

se alteram na sua expressão formal. Porém, os Γα
µν a seguir são também não nulos:

Γ
0

00 =
1
2

g00g00,0 =

·
ν

2
,

Γ
0

11 =
1
2

g00 (−g11,0) =
1
2

·
λe(λ−ν),

Γ
1

01 =
1
2

g11g11,0 =

·
λ

2
,

onde o ponto significa a derivada em relação ao tempo.

Dessa forma, pode-se calcular as componentes do tensor de Ricci independentes e não

nulas (ver Apêndice B):

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)]− ··λ
2
+

·
ν

·
λ

4
+

·
λ

2

4
, (2.20)
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R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+ eλ−ν

 ··λ2 +

·
λ

2

4
−
·
λ
·
ν

4

 , (2.21)

R22 =−e−λ

[
1− eλ +

r
2
(
ν
′−λ

′)] , (2.22)

R01 =

·
λ

r
. (2.23)

No entanto, de acordo com as equações de Einstein para o vazio, R01 = 0. Então, tem-se de

(2.23) que λ = λ (r). Logo, as equações de campo que se obtêm de (2.20)-(2.22) são formal-

mente idênticas àquelas da seção anterior:

ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)= 0, (2.24)

−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)= 0, (2.25)

1− eλ +
r
2
(
ν
′−λ

′)= 0. (2.26)

Fazendo-se a soma das equações (2.24) e (2.25), encontra-se que

(ν +λ )′ = 0 =⇒ ν +λ = q(t) =⇒ eν = eq(t)e−λ , (2.27)

sendo q(t) uma função a ser determinada. De (2.27), ainda segue que

ν
′ =−λ

′. (2.28)

Utilizando-se (2.28), a equação (2.26) pode ser escrita como

e−λ − rλ
′e−λ = 1 =⇒ d

dr

[
re−λ

]
= 1.
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Daı́,

re−λ = r+C. (2.29)

Mais uma vez, com C =−2GM
c2 , tem-se que

e−λ = 1− 2GM
c2r

. (2.30)

Assim, de (2.27), obtemos

eν = eq(t)
(

1− 2GM
c2r

)
. (2.31)

Finalmente, a métrica variável no tempo procurada é, de acordo com (2.19), (2.30) e

(2.31), igual a

ds2 = eq(t)

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) . (2.32)

2.4 TEOREMA DE BIRKHOFF

Considerando-se a seguinte transformação de coordenada

dt̃ = e
1
2 q(t)dt =⇒ t̃ = e

1
2 q(t)dt, (2.33)

obtém-se a relação

dt̃2 = eq(t)dt2. (2.34)

Com a substituição de (2.34) em (2.32), a forma da métrica de Schwarzschild é recupe-

rada para o observador com coordenada temporal t̃. Então, mostramos o resultado que constitui

o teorema de Birkhoff:
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“Uma solução esfericamente simétrica das equações de Einstein para o vazio é neces-

sariamente estática”.

Portanto, o campo externo de uma estrela que esteja em colapso, em expansão ou

pulsando, de tal forma que a simetria esférica seja mantida, é igual ao de uma estrela em repouso

com simetria esférica.

Uma consequência do teorema de Birkhoff, é que uma distribuição esfericamente

simétrica de massa não produz campo gravitacional dentro de uma cavidade esférica vazia,

concêntrica com a distribuição. Esse resultado também é verificado na teoria gravitacional de

Newton.

Para calcularmos o campo no interior da cavidade, a métrica deve ser, de acordo com

o teorema, da forma de Schwarzschild:

ds2 =

(
1−C

r

)
c2dt2−

(
1−C

r

)−1

dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) , (2.35)

onde deixamos a constante C em aberto. Porém, se C 6= 0, haverá uma singularidade em r = 0

na cavidade vazia. Essa singularidade não deve existir, e logo, fixamos que C = 0. Assim, o

espaço-tempo dentro da cavidade é plano, pois a métrica fica igual a

ds2 = c2dt2−dr2− r2 (dθ
2 + sen 2

θdϕ
2) , (2.36)

significando a ausência de campo gravitacional no interior da cavidade.
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3 A APROXIMAÇÃO DE CAMPO FRACO

3.1 INTRODUÇÃO

Neste capı́tulo, apresentaremos o formalismo de campo fraco da Relatividade Geral,

obtendo as equações apropriadas para esse caso particular das equações de campo de Einstein.

Depois, encontraremos a forma da métrica de Schwarzschild na situação de campo fraco. Fa-

remos ainda uma aplicação para o cálculo da deflexão de um raio de luz passando próximo ao

Sol.

3.2 APROXIMAÇÃO DE CAMPO FRACO

Como vimos, no capı́tulo anterior, as equações de campo da teoria da Relatividade

Geral são dadas por

Rαβ −
1
2

gαβ R =
8πG
c4 Tαβ . (3.1)

Fazendo-se a contração da equação (3.1), ou seja,

gαβ Rαβ −
1
2

gαβ gαβ R =
8πG
c4 gαβ Tαβ ,

e usando-se que T = T α
α = gαβ Tαβ é o traço do tensor energia-momento, R = Rα

α = gαβ Rαβ

e gαβ gαβ = δ α
α = δ 0

0 +δ 1
1 +δ 2

2 +δ 3
3 = 4, temos

R−2R =
8πG
c4 T
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R =−8πG
c4 T. (3.2)

Substituindo (3.2) em (3.1), segue que

Rαβ =
8πG
c4

[
Tαβ −

1
2

gαβ T
]
. (3.3)

Essa é a forma alternativa das equações de Einstein (3.1).

Agora, consideremos que o campo gravitacional é fraco, de modo que a métrica do

espaço-tempo difere muito pouco da métrica do espaço-tempo plano. Nessas condições, pode-

se adotar um sistema de referência onde

gα β = ηα β +hα β , (3.4)

sendo ηαβ = diag(1,−1,−1,−1) a métrica de Minkowski e
∣∣hαβ

∣∣� 1. Então, no que se segue,

negligenciaremos as potências de hαβ superiores à de primeira ordem. Nesse sentido, o tensor

de Riemann será escrito como (LANDAU; LIFSHITZ, 1996):

Rγαδβ =
1
2
(
hγβ ,α,δ +hαδ ,γ,β −hαβ ,γ,δ −hγδ ,α,β

)
. (3.5)

Na mesma aproximação, o tensor de Ricci é dado por

Rαβ = Rδ
αδβ = gγδ Rγαδβ = η

γδ Rγαδβ ,

uma vez que gγδ = ηγδ −hγδ . Logo,

Rαβ =
1
2

(
−η

γδ hαβ ,γ,δ +hγ
α,β ,γ +hγ

β ,α,γ −h,α,β

)
, (3.6)

onde h = hγ
γ . Assim, as equações de campo de Einstein (3.3) se tornam iguais a

(
−η

γδ hαβ ,γ,δ +hγ
α,β ,γ +hγ

β ,α,γ −h,α,β

)
=

16πG
c4

[
Tαβ −

1
2

ηα β T
]
, (3.7)

com gαβ T = (ηα β +hα β )T = ηα β T .
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De modo arbitrário, pode-se escolher quatro das dez componentes do tensor métrico

gαβ , o que tem como consequência a imposição de quatro condições arbitrárias aos hαβ (LAN-

DAU; LIFSHITZ, 1996). Um conjunto de condições geralmente utilizado é o das condições

harmônicas (também chamado de “gauge” harmônico). Essas condições harmônicas são dadas

pelas equações

(
hα

β −
1
2

δ
α

β h
)
,α

= 0, (3.8)

isto é,

hα
β ,α −

1
2

δ
α

β h,α = 0 = hδ
β ,δ −

1
2

δ
δ

β h,δ .

E ainda, derivando em relação a α ,

hδ
β ,δ ,α −

1
2

δ
δ

β h,δ ,α = 0

hδ
β ,α,δ −

1
2

h,α,β = 0. (3.9)

Por outro lado, a equação do gauge harmônico também pode ser escrita como

hδ
α,δ −

1
2

δ
δ

αh,δ = 0.

Daı́, derivando em relação a β ,

hδ
α,δ ,β −

1
2

δ
δ

αh,δ ,β = 0

hδ
α,β ,δ −

1
2

h,α,β = 0. (3.10)

Somando-se (3.9) e (3.10), vem que
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hδ
β ,α,δ +hδ

α,δ ,β −h,α,β = 0. (3.11)

Com o uso de (3.11), a equação (3.7) fica igual a

η
γδ hαβ ,γ,δ =−16πG

c4

[
Tαβ −

1
2

ηα β T
]
. (3.12)

Desenvolvendo-se o produto ηγδ hαβ ,γ,δ , teremos

η
γδ hαβ ,γ,δ = η

00hα β ,0,0 +η
11hα β ,1,1 +η

22hα β ,2,2 +η
33hα β ,3,3

η
γδ hαβ ,γ,δ =

1
c2

∂ 2hα β

∂ t2 −∇
2hα β =�hα β ,

onde � é o D’Alembertiano. Assim, a partir de (3.12), as equações de campo fraco da teoria da

Relatividade Geral são obtidas:

�hα β =−16πG
c4

[
Tαβ −

1
2

ηα β T
]
. (3.13)

Nestas equações, uma vez que o conteúdo material Tαβ seja conhecido, pode-se determinar

hα β . Então, com o auxı́lio de (3.4), a métrica gα β do espaço-tempo pode ser encontrada.

Se a métrica for independente do tempo, tem-se que

�hα β =−∇
2hα β ,

e portanto, as equações de campo (3.13) podem ser simplificadas dando o resultado

∇
2hα β =

16πG
c4

[
Tαβ −

1
2

ηα β T
]
. (3.14)
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3.3 A MÉTRICA DE SCHWARZSCHILD NO LIMITE DE CAMPO FRACO

Vamos obter a expressão da métrica de Schwarzschild quando o campo gravitacio-

nal produzido pelo corpo central de massa M é fraco. Como já conhecemos a métrica exata de

Schwarzschild, obtida no Capı́tulo 2:

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2− r2(dθ
2 + sen2

θdϕ
2), (3.15)

poderemos obter a métrica de campo fraco diretamente de (3.15). Para isso, deve-se notar que,

se M = 0, a métrica anterior se reduz para

ds2 = c2dt2−dr2− r2(dθ
2 + sen2

θdϕ
2),

que corresponde naturalmente à métrica do espaço-tempo plano. Assim, para passarmos ao

caso de campo fraco a partir de (3.15), consideraremos a situação particular em que

2GM
c2r

� 1. (3.16)

Dessa forma, usando-se a expansão binomial, obtém-se que

(
1− 2GM

c2r

)−1

= 1+
2GM
c2r

. (3.17)

Então, a métrica de campo fraco de Schwarzschild procurada é

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1+

2GM
c2r

)
dr2− r2(dθ

2 + sen2
θdϕ

2). (3.18)
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3.4 O CÁLCULO DA DEFLEXÃO DA LUZ

Uma situação em que se pode considerar que o campo gravitacional é fraco, é quando

precisamos calcular a deflexão sofrida por um raio de luz ao passar nas vizinhanças do Sol. Para

ver isso, vamos partir da equação que descreve a trajetória do raio (PAPAPETROU, 1974):

d2

dϕ2

(
1
r

)
+

1
r
=

3GM
c2r2 . (3.19)

Se o raio se move em uma região onde M = 0, a equação anterior fica

d2

dϕ2

(
1
r

)
+

1
r
= 0, (3.20)

cuja solução é

1
r
=

1
r0

cos ϕ, (3.21)

a qual corresponde, como deveria ser, a uma trajetória em linha reta, indicada pela seta escura

na Figura 3.1. É interessante notar que,

Figura 3.1: Trajetória de um raio de luz em um espaço-tempo plano. Figura retirada de Ryder
(2009).
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Agora, retornando para a equação (3.19), considerando que o campo gravitacional é

fraco, de modo que

3GM
c2r

� 1⇒ 3GM
c2r2 �

1
r
, (3.22)

vamos substituir a equação (3.21) em (3.19) como uma solução aproximada. Assim, vem que

d2

dϕ2

(
1
r

)
+

1
r
=

3GM
c2r2

0
cos 2

ϕ. (3.23)

A solução para (3.23) é dada pela soma de (3.21), que é a solução da equação diferencial

homogênea, mais uma solução particular de (3.23). Logo, pode-se obter

1
r
=

1
r0

cos ϕ +
GM
c2r2

0
(1+ sen2

ϕ). (3.24)

A trajetória seguida pelo raio de luz é indicada na Figura 3.2 pela curva escura.

Figura 3.2: A deflexão da luz no campo gravitacional de Schwarzschild. Figura retirada de
Ryder (2009).
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Quando r→ ∞, temos agora que ϕ →±
(

π

2
+δ

)
, e portanto obtemos de (3.24)

0 =
1
r0

cos
(

π

2
+δ

)
+

GM
c2r2

0

[
1+ sen2

(
π

2
+δ

)]

0 =−senδ

r0
+

GM
c2r2

0

(
1+ cos 2

δ
)
.

Como devemos ter δ � 1, segue que senδ ∼ δ e cos δ ∼ 1. Resulta então que,

0 =− δ

r0
+

2GM
c2r2

0
,

isto é,

δ =
2GM
c2r0

.

A deflexão total do raio de luz, conforme a Figura 3.2, é

4= 2δ =
4GM
c2r0

. (3.25)

Para um feixe de luz passando nas proximidades do Sol, a distância de maior aproximação r0 é

efetivamente o raio do Sol. Colocando ainda M como a massa do Sol, pode-se obter o valor da

deflexão

4= 1,75′′ de arco. (3.26)
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Esse efeito foi verificado pela primeira vez em 1919, durante um eclipse solar, por

equipes comandadas pelo astrônomo inglês Eddington, uma delas em Sobral no Ceará e a outra

na África (WEINBERG, 1972). Elas fotografaram estrelas próximas ao Sol durante o eclipse.

Essa mesma região do céu foi fotografada meses depois, sem a presença do Sol, o que permitiu

a determinação da posição real das estrelas. A comparação entre as fotos comprovou a deflexão

da luz das estrelas, em acordo com a previsão (3.26). É interessante notar, que a teoria de

Newton da gravitação também prevê a deflexão da luz, mas o valor é metade do valor previsto

pela Relatividade Geral (PAPAPETROU, 1974).

Atualmente, a diferença entre a previsão da Relatividade Geral e o valor observado

para a deflexão da luz é de 3×10−4 (SHAPIRO et al., 2004).
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4 SOLUÇÃO GERAL COM SIMETRIA ESFÉRICA NA RELATIVIDADE GERAL
E MODIFICAÇÃO DA GRAVITAÇÃO NEWTONIANA

4.1 INTRODUÇÃO

Inicialmente, obtemos a solução geral estática e com simetria esférica das equações de

Einstein, passando em seguida ao limite de campo fraco. De posse dessa solução, examinamos

a equação de movimento para uma partı́cula de massa m, supondo que a mesma se mova com

baixa velocidade em comparação com a velocidade da luz. Mostra-se, então, que é possı́vel

obter uma força gravitacional modificada em relação à gravitação de Newton (DUAN; TIAN,

2008), a qual poderia ser aplicada em uma escala de comprimento pequena.

4.2 SOLUÇÃO GERAL COM SIMETRIA ESFÉRICA NA RELATIVIDADE GERAL: AS
EQUAÇÕES DE CAMPO

O Elemento de linha mais geral com simetria esférica e estático tem a seguinte forma:

ds2 = A(r)c2dt2−B(r)dr2−
[

r
f (r)

]2 (
dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.1)

Por conveniência, façamos A(r) = eν(r) e B(r) = eλ (r). Logo,

ds2 = eνc2dt2− eλ dr2−
[

r
f (r)

]2 (
dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.2)

Assintoticamente, quando r→ ∞, o espaço-tempo torna-se o espaço-tempo de Min-

kowski, o que exige que ν → 0, λ → 0 e f (r) → 1 para r → ∞. Ainda, com a definição

F(r) =
r

f (r)
, a métrica pode ser representada por



34

gαβ =


eν 0 0 0

0 −eλ 0 0

0 0 −F2 0

0 0 0 −F2sen2θ

 . (4.3)

As equações de Einstein no vácuo são

Rµν = Γ
α

µν ,α −Γ
α

µα,ν +Γ
β

µνΓ
α

βα −Γ
β

µαΓ
α

βν = 0, (4.4)

com os sı́mbolos de Christoffel dados por Γα
µν = 1

2gαρ
(
−gµν ,ρ +gρµ,ν +gνρ,µ

)
.

Para a métrica (4.3), todos os sı́mbolos de Christoffel são nulos, com exceção dos

seguintes:

Γ
1

11 =
1
2
(ln |g11|),1 =

1
2

[
ln
∣∣∣−eλ

∣∣∣]
,1
=

1
2

λ
′,

Γ
1

00 =−
1
2

g11g00,1 =−
1
2

g00,1

g11
=−1

2
eνν ′

(−eλ )
=

1
2

e(ν−λ )
ν
′,

Γ
1

22 =−
1
2

g11g22,1 =−
1
2

(
−F2)

,1

(−eλ )
=−FF ′e−λ ,

Γ
1

33 =−
1
2

g11g33,1 =−
1
2

(
−F2sen2θ

)
,1

(−eλ )
=−FF ′sen2

θe−λ ,

Γ
2

33 =−
1
2

g22g33,2 =−
1
2

g33,2

g22
=−1

2

(
−F2sen2θ

)
,2

(−F2)
=−senθ cos θ ,

Γ
0

10 =
1
2
(ln |g00|),1 =

1
2
(lneν),1 =

ν ′

2
,

Γ
2

12 =
1
2
(ln |g22|),1 =

1
2
(
lnF2)

,1 =
F ′

F
,
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Γ
3

13 =
1
2
(ln |g33|),1 =

1
2
(
ln
(
F2sen2

θ
))

,1 =
F ′

F
,

Γ
3

23 =
1
2
(ln |g33|),2 =

1
2
(
ln
(
F2sen2

θ
))

,2 =
cos θ

senθ
= cotgθ .

Após a determinação dos sı́mbolos de Christoffel, podemos encontrar as componentes indepen-

dentes e não nulas do tensor de Ricci (ver Apêndice C):

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)+ F ′ν ′

F

]
,

R11 =−
ν ′′

2
− 2F ′′

F
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
,

R22 =−F ′
2
e−λ −FF ′′e−λ +FF ′e−λ λ ′

2
−FF ′e−λ ν ′

2
+1.

Igualando-se cada uma das componentes do tensor de Ricci a zero, obtemos as equações de

campo

ν ′′

2
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)+ F ′ν ′

F
= 0, (4.5)

−ν ′′

2
− 2F ′′

F
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
= 0, (4.6)

e−λ

[
F ′′

F
+

F ′
2

F2 +
F ′

2F

(
ν
′−λ

′)]− 1
F2 = 0, (4.7)

onde o termo da componente R22, após ter sido igualado a zero, foi multiplicado pelo fator

−1/F2.
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4.3 SOLUÇÃO GERAL COM SIMETRIA ESFÉRICA NA RELATIVIDADE GERAL: A
MÉTRICA

Para resolver as equações de campo e encontrarmos a métrica, faremos algumas manipulações

com as equações (4.5), (4.6) e (4.7), obtendo o sistema (ver Apêndice D):

e−λ

[
2F ′′

F
+

F ′
2

F2 −
F ′λ ′

F

]
− 1

F2 = 0, (4.8)

e−λ

[
F ′

2

F2 +
F ′ν ′

F

]
− 1

F2 = 0, (4.9)

ν
′′+

ν ′
2

2
+

2F ′′

F
− λ ′ν ′

2
− F ′

F

(
λ
′−ν

′)= 0. (4.10)

Na sequência, vamos trabalhar com este sistema. Inicialmente, seja a subtração das

equações: (4.8)−(4.9), resultando em

e−λ

[
2F ′′

F
+

F ′
2

F2 −
F ′λ ′

F
− F ′

2

F2 −
F ′ν ′

F

]
= 0

2F ′′

F
− F ′λ ′

F
− F ′ν ′

F
= 0

2F ′′−F ′
(
λ
′+ν

′)= 0

F ′′ = F ′
(λ +ν)′

2
. (4.11)
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Fazendo F ′ = p, temos

p′ = p
(λ +ν)′

2

p′

p
=

(
λ +ν

2

)′

(ln p)′ =
(

λ +ν

2

)′

ln p =
λ +ν

2

λ = 2ln p−ν . (4.12)

Substituindo (4.12) em (4.9), encontra-se

e−λ

[
F ′

2
+F ′Fν

′
]
= 1

eln p−2
eν

[
F ′

2
+F ′Fν

′
]
= 1

eν

p2

[
F ′

2
+F ′Fν

′
]
= 1

eν

F ′
[
F ′+Fν

′]= 1

eν
(
F ′+Fν

′)= F ′

(eνF)
′
= F ′⇒ eνF = F +α0,

onde α0 é uma constante arbitrária. Daı́,
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eν = 1+
α0

F
. (4.13)

Como F =
r

f (r)
, também temos que

eν = 1+
α0 f (r)

r
. (4.14)

A partir de (4.13), segue que ν = ln
(
1+ α0

F

)
. Levando esse resultado em (4.12), vem que

λ = ln p2−ν

eλ = exp
[
ln p2− ln

(
1+

α0

F

)]
= exp

[
ln
(

p2

1+ α0
F

)]

eλ =
p2

1+ α0
F

eλ =
F ′

2

1+ α0
F

=
F ′

2

1+ α0 f (r)
r

. (4.15)

Obtivemos as soluções (4.14) e (4.15) usando apenas as equações (4.8) e (4.9) do sistema.

Porém, pode-se mostrar (ver Apêndice E) que a equação (4.10) é identicamente satisfeita por

(4.14) e (4.15).

De acordo com as equações (4.2), (4.14) e (4.15), a solução geral com simetria esférica

das equações de Einstein é

ds2 =

(
1+

α0 f (r)
r

)
c2dt2− F ′

2

1+ α0 f (r)
r

dr2−
[

r
f (r)

]2 (
dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.16)

Para r muito grande, devemos ter f (r)−→ 1, e logo F −→ r. Nessas condições, tem-se também

que f ′ (r)−→ 0 e F ′ −→ 1. Portanto, quando r→ ∞ obtém-se que
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1+
α0 f (r)

r
→ 1,

F ′
2

1+ α0 f (r)
r

→ 1,

r
f (r)
→ r,

e a métrica (4.16), em pontos muito distantes da fonte, recai na solução de Minkowski para o

espaço-tempo plano.

Fixar a função f (r) significa fixar um sistema de referência. Porém, na Relatividade

Geral, a escolha do sistema de referência é arbitrária e, dessa forma, a função f (r) não é fixada

de antemão pelas equações da teoria, ficando com o seu valor em aberto. Dependendo, então,

da escolha que se faça de f (r), encontram-se algumas soluções conhecidas, que correspondem

a determinadas escolhas de coordenadas.

Como um exemplo, a solução de Schwarzschild

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2− 1

1− 2GM
c2r

dr2− r2 (dθ
2 + sen2

θdϕ
2) (4.17)

é obtida de (4.16) se f (r) = 1 e α0 = −2GM
c2 . A solução de Fock (FOCK, 1959; DUAN;

TIAN, 2008), por sua vez, pode ser obtida se fizermos f (r) =
1

1+ GM
c2r

e α0 =−2GM
c2 em (4.16),

encontrando

ds2 =

[
1− GM

c2r

1+ GM
c2r

]
c2dt2−

[
1+ GM

c2r

1− GM
c2r

]
dr2− r2

(
1+

GM
c2r

)2 (
dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.18)

É interessante comentar que se fizermos a mudança de coordenada r → r + GM
c2 em

(4.17), obteremos a métrica de Fock (4.18), o que mostra que de fato as duas soluções (4.17) e

(4.18) representam a mesma situação fı́sica, referindo-se à gravitação produzida no exterior de

um corpo esfericamente simétrico.
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4.4 SOLUÇÃO GERAL DE CAMPO FRACO COM SIMETRIA ESFÉRICA

Vamos fazer a seguinte escolha para f (r):

f (r) = 1+
2GM
c2r

(
g(r)+

1
2

)
, (4.19)

onde g(r) é tal que as condições mencionadas sobre f (r) são satisfeitas. Além disso, conside-

remos que
GM
c2r
� 1. Então, com essas condições, a métrica (4.16) torna-se apropriada para o

regime de campo fraco. Agora, se g(r) =−1
2

e α0 =−2GM
c2 , recuperamos, a partir de (4.16), a

métrica de Schwarzschild na aproximação de campo fraco

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1+

2GM
c2r

)
dr2− r2 (dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.20)

Ainda, se g(r) =−1 e α0 =−2GM
c2 , temos a métrica de Fock na aproximação de campo fraco

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dt2−

(
1+

2GM
c2r

)
dr2− r2

(
1+

2GM
c2r

)(
dθ

2 + sen2
θdϕ

2) . (4.21)

4.5 FORÇA GRAVITACIONAL SOBRE UMA PARTÍCULA

Assumindo a métrica geral de campo fraco com simetria esférica, dada por (4.16) com

a função f (r) expressa por (4.19) e
GM
c2r
� 1, vamos obter a equação de movimento para uma

partı́cula de massa m sujeita a esse campo gravitacional. Para isso, vamos supor que a partı́cula

se move com baixa velocidade em comparação com a velocidade da luz. Então,

dxi

ds
� dx0

ds
=

cdt
ds
∼ 1. (4.22)

A equação de movimento é a equação da geodésica

d2xµ

ds2 +Γ
µ

αβ

dxα

ds
dxβ

ds
= 0, (4.23)
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que, de acordo com (4.22), fornece a equação relevante

d2xi

c2dt2 +Γ
i
00 = 0

d2xi

dt2 +Γ
i
00c2 = 0. (4.24)

Porém,

Γ
i
00 =

1
2

gii (−g00,i +gi0,0 +g0i,0) .

Observe que na equação acima, o ı́ndice ”i”está fixo, sendo igual a 1,2, ou 3, não se aplicando

a convenção de soma de Einstein para ı́ndices repetidos. Portanto,

Γ
i
00 =−

1
2

giig00,i. (4.25)

Logo,

d2xi

dt2 =
c2

2
giig00,i. (4.26)

Como x1 = r, obtemos

d2r
dt2 =

c2

2
g11g00,1 =

c2

2
g00,1

g11
. (4.27)

Usando (4.16), segue que

d2r
dt2 =−c2

2

(
1+ α0

F

F ′2

)
α0

(
1
F

)′

d2r
dt2 =

c2α0F ′

2F2

(
1

F ′2
+

α0

FF ′2

)
. (4.28)

Mas,
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F ′ =
f (r)− r f ′ (r)

[ f (r)]2
=

f − r f ′

f 2 . (4.29)

Então, (4.28) fica

d2r
dt2 =

c2α0

2r2

[
f 4

f − r f ′
+

α0 f 5

r ( f − r f ′)

]

d2r
dt2 =

c2α0

2r2

(
f 4 + α0 f 5

r
f − r f ′

)
. (4.30)

Daı́, com α0 =−2GM
c2 , temos que

d2r
dt2 =−GM

r2

(
f 4− 2GM

c2r f 5

f − r f ′

)
. (4.31)

Portanto, a expressão geral para força gravitacional sobre uma partı́cula de massa m, causada

pela ação de uma outra partı́cula de massa M, é

FGrav = m
d2r
dt2 =−GMm

r2

[
f 4− 2GM

c2r f 5

f − r f ′

]
. (4.32)

Deve-se notar que, se f = 1, o que corresponde a usar a métrica de Schwarzschild (4.20),

recupera-se o limite Newtoniano da Relatividade Geral (NARLIKAR, 1993), pois

FGrav =−
GMm

r2 . (4.33)

Façamos, porém, a seguinte escolha

2GM
c2r

g(r) = β (r)e−
r
λ , (4.34)

onde λ é uma constante. Assim, conforme (4.19) e (4.34),

f (r) = 1+β (r)e−
r
λ +

GM
c2r

. (4.35)
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Substituindo (4.35) em (4.32), desprezando termos de segunda ordem ou maiores em β (r) e
GM
c2r

, encontramos que

FGrav =−
GMm

r2

1+4βe−
r
λ + 4GM

c2r −
2GM
c2r

(
1+5βe−

r
λ + 5GM

c2r

)
1+βe−

r
λ + GM

c2r − r
(

1+βe−
r
λ

)′
− r
(

GM
c2r

)′


FGrav =−
GMm

r2

 1+4βe−
r
λ + 4GM

c2r −
2GM
c2r

1+βe−
r
λ + GM

c2r − r
(

1+βe−
r
λ

)′
+ GM

c2r



FGrav =−
GMm

r2

[
1+4βe−

r
λ + 2GM

c2r

1+βe−
r
λ + 2GM

c2r − rβ ′e−
r
λ + r

λ
βe−

r
λ

]

FGrav = −GMm
r2

(
1+4βe−

r
λ +

2GM
c2r

)
×
(

1−βe−
r
λ − 2GM

c2r
+ rβ

′e−
r
λ − r

λ
βe−

r
λ

)

FGrav =−
GMm

r2

[
1+4βe−

r
λ +

2GM
c2r
−βe−

r
λ − 2GM

c2r
+ rβ

′e−
r
λ − r

λ
βe−

r
λ

]

FGrav =−
GMm

r2

[
1+
(

3β + rβ
′− r

λ
β

)
e−

r
λ

]
. (4.36)
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4.6 MODIFICAÇÃO DA GRAVITAÇÃO NEWTONIANA

De acordo com algumas teorias (ARKANI-HAMED; DIMOPOULOS; DVALI, 1999;

ARKANI-HAMED et al., 2000), a existência de dimensões extras espaciais faria com que efei-

tos não-Newtonianos ocorressem em uma escala de comprimento pequena, menor do que 10−3

cm (HOYLE; SCHMIDT; HECKEL, 2001). Então, a energia potencial gravitacional modificada

poderia ser dada por (DUAN; TIAN, 2008)

V =−GMm
r

(1+αe−
r
λ ), (4.37)

onde nota-se, em relação à energia potencial Newtoniana, a presença de um termo adicional do

tipo de Yukawa. Nesse termo, λ é uma constante e α = α(r) uma função a ser determinada

experimentalmente.

A força gravitacional associada com a energia potencial (4.37) pode ser calculada:

FG =−∂V
∂ r

=−GMm
r2

[
1+
(

α− rα
′+

r
λ

α

)
e−

r
λ

]
. (4.38)

Comparando-se (4.38) com (4.36), percebe-se que as equações são equivalentes desde que

α− rα
′+

r
λ

α = 3β + rβ
′− r

λ
β . (4.39)

Assim, a função β (r) poderia ser determinada. Daı́, usando-se (4.35), a forma exata de f (r)

poderia também ser obtida e, finalmente, encontraria-se a métrica (4.16) para uma escala de

comprimento pequena.

Como foi demonstrado, é possı́vel, no contexto da teoria da Relatividade Geral, obter-

se uma força gravitacional em uma escala de comprimento pequena incorporando efeitos não-

Newtonianos, os quais seriam causados por um potencial gravitacional com um termo adicional

do tipo de Yukawa.
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5 TEORIA DE BRANS-DICKE: SOLUÇÃO GERAL COM SIMETRIA ESFÉRICA
E MODIFICAÇÃO DA GRAVITAÇÃO NEWTONIANA

5.1 INTRODUÇÃO

Neste capı́tulo, apresentamos os conceitos básicos da teoria gravitacional de Brans-

Dicke, exibindo as equações de campo na forma exata e depois introduzindo o formalismo de

campo fraco dessa teoria. Na sequência, mostra-se como construir uma solução de campo fraco

de Brans-Dicke a partir de uma solução conhecida da Relatividade Geral. Emprega-se esse

resultado para obter-se a solução geral estática e com simetria esférica para a teoria de Brans-

Dicke. Então, nesse contexto, calculamos a expressão da força sobre uma partı́cula, verificando

a possibilidade de se obter uma gravitação modificada com um potencial adicional do tipo de

Yukawa.

5.2 A TEORIA DE BRANS-DICKE

A teoria gravitacional de Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961; LEITÃO, 2009) foi

proposta como uma alternativa à teoria da Relatividade Geral. É uma teoria métrica, porque

o conteúdo material está associado com a determinação da geometria do espaço-tempo. No

entanto, além da métrica gµν a teoria possui um campo escalar φ para a descrição completa

dos efeitos gravitacionais, sendo conhecida como uma teoria escalar-tensorial da gravitação.

Esse campo escalar é identificado com G−1, de modo que é uma teoria em que a “constante”

gravitacional de Newton passa a ser variável.
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As equações de campo da teoria de Brans-Dicke são (ADLER; BAZIN; SCHIFFER,

1975):

Rµν −
1
2

gµνR =
8π

φc4 Tµν +
ω

φ 2

(
φ,µφ,ν −

1
2

gµνφ,αφ
,α

)
+

1
φ

(
φ,µ;ν −gµν�φ

)
, (5.1)

�φ =
8πT

(2ω +3)c4 , (5.2)

com �φ = φ ,σ
;σ = gσγφ,γ;σ . O tensor energia-momento associado ao conteúdo material é

Tµν e T = T µ
µ . A constante de acoplamento ω é adimensional, não sendo fixada pela teoria.

De acordo com observações experimentais, o melhor ajuste para o valor de ω é de 40.000

(BERTOTTI; IESS; TORTORA, 2003).

5.3 APROXIMAÇÃO DE CAMPO FRACO NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Para obter-se as equações de campo de Brans-Dicke na aproximação de campo fraco,

vamos fazer a contração de (5.1):

gµνRµν −
1
2

gµνgµνR =
8π

φc4 gµνTµν +
ω

φ 2 (g
µν

φ,µφ,ν −
1
2

gµνgµνφ,αφ
,α)

+
1
φ
(gµν

φ,µ;ν −gµνgµν2φ),

R− 1
2

4R =
8π

φc4 T +
ω

φ 2 (φ
,α

φ,α −
1
2

4φ,αφ
,α)+

1
φ
(2φ −42φ)

R =− 8π

φc4 T +
ω

φ 2 φ,αφ
,α +

3
φ
2φ . (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.1), tem-se que

Rµν =
8π

φc4 (Tµν −
1
2

gµνT )+
ω

φ 2 φ,µφ,ν +
1
2

gµν

2φ

φ
+

1
φ

φ,µ;ν . (5.4)
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Levando-se (5.2) em (5.4), obtemos que

Rµν =
8π

φc4

[
Tµν −

gµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ω

φ 2 φ,µφ,ν +
1
φ

φ,µ;ν . (5.5)

As equações (5.5) e (5.2) constituem uma forma alternativa para as equações de campo da teoria

de Brans-Dicke.

Na aproximação de campo fraco da teoria de Brans-Dicke, considera-se que

gµν = ηµν +hµν , (5.6)

e ainda,

φ = φ0 + ε = φ0

(
1+

ε

φ0

)
, (5.7)

onde ηµν = diag(1,−1,−1,−1),
∣∣hµν

∣∣� 1, φ0 uma constante, e ε um termo de primeira ordem

na densidade de energia, de maneira que |ε/φ0| � 1. Assim, manteremos apenas os termos de

primeira ordem em hµν e ε . Com as condições (5.6) e (5.7), as equações (5.5) e (5.2) tornam-se

iguais a

Rµν =
8π

φ0c4

[
Tµν −

ηµν

2

(
2ω +2
2ω +3

)
T
]
+

ε,µ,ν

φ0
, (5.8)

�ε =
8πT

(2ω +3)c4 , (5.9)

que são as equações de campo fraco da teoria de Brans-Dicke.

Quando ω → ∞, pode-se obter de (5.9) que ε → 0. Além disso, (5.8) se reduz nesse

limite a

Rµν =
8πG
c4

[
Tµν −

ηµν

2
T
]
, (5.10)
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sendo que lim
ω→∞

φ0 → 1/G. Observa-se que (5.10), de acordo com (3.3), são as equações de

campo fraco da Relatividade Geral. Portanto, as equações de campo fraco de Brans-Dicke se

reduzem para as equações de Einstein no limite ω → ∞ (ROMERO; BARROS, 1993; FARA-

ONI, 1998).

5.4 RELAÇÃO ENTRE SOLUÇÃO DA TEORIA DE BRANS-DICKE E DA RELATIVI-
DADE GERAL

Pode-se obter uma relação bastante útil entre as soluções de campo fraco da teoria

de Brans-Dicke e da Relatividade Geral. De fato, se a métrica gµν(G,x) é uma solução co-

nhecida das equações de Einstein na aproximação de campo fraco para um dado Tµν , então a

solução correspondente na teoria de Brans-Dicke para o mesmo Tµν será dada por (BARROS;

ROMERO, 1998)

gBD
µν (x) = [1−G0ε(x)]gµν(G0,x), (5.11)

onde G0 =
(2ω+3

2ω+4

)
G =

1
φ0

.

Esse resultado permite encontrar a métrica de Brans-Dicke sem que seja necessário

resolver as equações (5.8). Realmente, o que se precisa para encontrar-se gBD
µν (x) em (5.11) é

fazer-se a substituição de G por G0 na métrica conhecida de Einstein gµν(G,x), gerando o fator

gµν(G0,x). Além disso, deve-se resolver (5.9) para obter ε(x).

No caso estático, em que ε(x) é independente do tempo, a equação (5.9) ainda pode

ser simplificada:

�ε =
1
c2

∂ 2ε

∂ t2 −∇
2
ε =−∇

2
ε =

8πT
(2ω +3)c4 ,

ou seja,

∇
2
ε =− 8πT

(2ω +3)c4 . (5.12)
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5.5 SOLUÇÃO GERAL COM SIMETRIA ESFÉRICA NA TEORIA DE BRANS-DICKE

De acordo com (5.11), o elemento de linha mais geral estático e com simetria esférica

no contexto da teoria de Brans-Dicke é

ds2
BD = [1−G0ε(r)]ds2, (5.13)

onde ds2 é dado por (4.16) com a substituição de G por G0 e, devido à simetria esférica, deve-se

ter ε(x) = ε(r). Então, pode-se escrever

ds2
BD = [1−G0ε(r)]

[(
1+

α0(G0) f (r,G0)

r

)
c2dt2− F ′

2

1+ α0(G0) f (r,G0)
r

dr2

− r2

[ f (r,G0)]2
(
dθ

2 + sen2
θdϕ

2)] , (5.14)

com F =
r

f (r,G0)
, sendo que agora,

f (r,G0) = 1+
2G0M

c2r

(
g(r)+

1
2

)
. (5.15)

Por sua vez, vamos definir

ε(r) = β0
f (r,G0)

r
, (5.16)

onde β0 é uma constante. No caso particular em que α0(G0) = −
2G0M

c2 , β0 =
2M

(2ω +3)c2 e

f (r,G0) = 1, recuperamos a partir de (5.14) a solução com simetria esférica nas coordenadas de

Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961).
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5.6 FORÇA GRAVITACIONAL SOBRE UMA PARTÍCULA NO CASO DE BRANS-DICKE

Para obtermos a força gravitacional sobre uma partı́cula de massa m, movendo-se com

uma velocidade pequena em comparação com a da luz, e sujeita à ação de um campo gravitacio-

nal fraco, vamos partir da equação da geodésica (4.23) que, de modo análogo ao da Relatividade

Geral, leva a

d2r
dt2 =

c2

2
(g11)BDgBD

00,1. (5.17)

Logo, a força gravitacional sobre a partı́cula de massa m é:

FBD
Grav = m

d2r
dt2 = m

c2

2
(g11)BDgBD

00,1. (5.18)

Sabemos, conforme (5.11), que

(g11)BD =
1

gBD
11 (r)

=
1

[1−G0ε(r)]g11(r,G0)
= [1+G0ε(r)]g11(r,G0), (5.19)

e

gBD
00 (r) = [1−G0ε(r)]g00(r,G0). (5.20)

Agora, substituindo-se (5.19) e (5.20) em (5.18), mantendo-se apenas os termos de

primeira ordem em ε e hµν , tem-se

FBD
Grav = m

c2

2
[
(1+G0ε(r))g11(r,G0)

]
[(1−G0ε(r))g00(r,G0)],1

FBD
Grav = m

c2

2
[
(1+G0ε(r))g11(r,G0)

][
−G0ε

′(r)g00(r,G0)+(1−G0ε(r))g′00(r,G0)
]
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FBD
Grav = m

c2

2
g11(r,G0)

[
−G0ε

′(r)g00(r,G0)+g′00(r,G0)
]

FBD
Grav = m

c2

2
g11(r,G0)

[
−G0ε

′(r)(1+h00(r,G0))+g′00(r,G0)
]

FBD
Grav = m

c2

2
g11(r,G0)

[
−G0ε

′(r)+g′00(r,G0)
]

FBD
Grav = m

c2

2
g11(r,G0) [g00(r,G0)−G0ε(r)]′ . (5.21)

Nesse ponto, vamos notar a partir de (5.14) que

g00(r,G0) = 1+
α0(G0) f (r,G0)

r
. (5.22)

Então, usando-se (5.22) e (5.16) em (5.21), obtemos

FBD
Grav = m

c2

2
g11(r,G0)

[
1+(α0(G0)−G0β0)

f (r,G0)

r

]′

FBD
Grav = m

c2

2
(α0(G0)−G0β0)g11(r,G0)

[
f (r,G0)

r

]′
. (5.23)

Mas, de acordo com (5.14), ainda tem-se que

g11(r,G0) =−

(
1+ α0(G0) f (r,G0)

r

)
F ′2

, (5.24)

e portanto,

FBD
Grav = m

c2

2
(α0(G0)−G0β0)

−
(

1+ α0(G0) f (r,G0)
r

)
F ′2

[ f (r,G0)

r

]′
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FBD
Grav = m

c2

2
(α0(G0)−G0β0)

−
(

1+ α0(G0) f (r,G0)
r

)
F ′2

[ 1
F

]′

FBD
Grav = m

c2

2
(α0(G0)−G0β0)


(

1+ α0(G0) f (r,G0)
r

)
F ′F2

 . (5.25)

Utilizando-se (4.29), segue-se que

FBD
Grav = m

c2

2r2 (α0(G0)−G0β0)

 f 4(r,G0)+
α0(G0) f 5(r,G0)

r
f (r,G0)− r f ′(r,G0)

 . (5.26)

Com as escolhas α0(G0) = −
2G0M

c2 , β0 =
2M

(2ω +3)c2 e ainda sabendo que G0 =(
2ω +3
2ω +4

)
G, a equação (5.26) fica

FBD
Grav =−

GMm
r2

 f 4(r,G0)−
2G0M

c2r
f 5(r,G0)

f (r,G0)− r f ′(r,G0)

 . (5.27)

Observa-se que, se fizermos f (r,G0) = 1, obtemos o limite Newtoniano, uma vez que FBD
Grav =

−GMm
r2 . Prosseguindo, pode-se definir

2G0M
c2r

g(r) = β (r,G0)e−
r
λ , (5.28)

onde λ é uma constante, obtendo-se de (5.15) que

f (r,G0) = 1+β (r,G0)e−
r
λ +

G0M
c2r

. (5.29)

Finalmente, substituindo-se (5.29) em (5.27) e realizando-se um cálculo inteiramente similar

ao que foi feito na seção 4.5, encontraremos que a força gravitacional sobre uma partı́cula de

massa m, exercida por uma outra partı́cula de massa M, é
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FBD
Grav =−

GMm
r2

[
1+(3β (r,G0)+ rβ

′(r,G0)−
r
λ

β (r,G0))e−
r
λ

]
. (5.30)

É interessante notar, que no limite ω→∞ tem-se G0 =
(2ω+3

2ω+4

)
G→G, significando que (5.30)

se reduz para a força gravitacional (4.36) da Relatividade Geral.

5.7 MODIFICAÇÃO DA GRAVITAÇÃO NEWTONIANA NO CONTEXTO DA TEORIA
DE BRANS-DICKE

A comparação de (5.30) com (4.38) permite obter

α− rα
′+

r
λ

α = 3β (r,G0)+ rβ
′(r,G0)−

r
λ

β (r,G0). (5.31)

Esta equação é formalmente idêntica a (4.39) e, de uma forma mais exata, deve-se ter

α(r,G0)− rα
′(r,G0)+

r
λ

α(r,G0) = 3β (r,G0)+ rβ
′(r,G0)−

r
λ

β (r,G0). (5.32)

Então, a função β (r,G0) poderia ser determinada e, através de (5.29), também o elemento de

linha (5.14).

Portanto, mostra-se que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também é possı́vel

a obtenção de uma força gravitacional em uma escala de comprimento pequena, a qual possui

termos adicionais em relação à gravitação de Newton. No caso examinado, a força é compatı́vel

com uma energia potencial com um termo não-Newtoniano do tipo de Yukawa como em (4.37).

Deve-se perceber que efeitos não-Newtonianos mais gerais podem ser obtidos por meio

do formalismo desenvolvido, bastando para isso que escolhas diferentes da que foi feita em

(5.29) sejam feitas para f (r,G0) em (5.27).
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6 CONCLUSÃO

Obtivemos a solução geral estática e com simetria esférica das equações de Einstein,

em acordo com o resultado de Duan e Tian (2008). Examinamos, nessa solução, o caso de

campo fraco, escrevendo a função f (r) como:

f (r) = 1+
2GM
c2r

(
g(r)+

1
2

)
, (6.1)

onde g(r) é tal que as condições admitidas sobre f (r) são satisfeitas.

Considerando-se a métrica geral de campo fraco com simetria esférica que foi obtida,

determinamos a equação de movimento para uma partı́cula de massa m movendo-se com baixa

velocidade em comparação com a velocidade da luz.

Com a escolha,

2GM
c2r

g(r) = β (r)e−
r
λ , (6.2)

mostramos que é possı́vel, no contexto da teoria da Relatividade Geral, obter-se uma força

gravitacional em uma escala de comprimento pequena incorporando efeitos não-Newtonianos,

os quais seriam causados por um potencial gravitacional com um termo adicional do tipo de

Yukawa. De fato, esse resultado foi obtido por Duan e Tian (2008), porém utilizamos um

procedimento diferente para derivá-lo, através das escolhas (6.1) e (6.2).

Na sequência, encontramos a solução geral estática e com simetria esférica para a

teoria de Brans-Dicke. Para obtê-la, utilizamos um resultado (BARROS; ROMERO, 1998) que

permite calcular a métrica de Brans-Dicke a partir da métrica conhecida da Relatividade Geral,

quando o campo gravitacional é fraco.
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Na solução de Brans-Dicke obtida, fizemos

f (r,G0) = 1+β (r,G0)e−
r
λ +

G0M
c2r

, (6.3)

calculando em seguida a expressão da força entre duas partı́culas de massas m e M:

FBD
Grav =−

GMm
r2

[
1+(3β (r,G0)+ rβ

′(r,G0)−
r
λ

β (r,G0))e−
r
λ

]
. (6.4)

Observamos que, no limite ω → ∞, tem-se G0 =
(2ω+3

2ω+4

)
G→ G, e recupera-se a expressão da

força gravitacional da Relatividade Geral.

Demonstramos que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também é possı́vel a obtenção

de uma força gravitacional em uma escala de comprimento pequena possuindo termos adicio-

nais em relação à gravitação Newtoniana. No caso examinado, a força é compatı́vel com uma

energia potencial com um termo não-Newtoniano do tipo de Yukawa.

Efeitos não-Newtonianos mais gerais podem ser obtidos por meio do formalismo de-

senvolvido, bastando para isso que escolhas diferentes da que foi feita em (6.3) sejam feitas

para f (r,G0).

Como perspectivas futuras, elencamos as seguintes: (i) ampliar o estudo realizado

aqui para as teorias escalares-tensoriais gerais, nas quais ω(φ), (ii) investigar desvios da força

gravitacional Newtoniana que não sejam devidos ao potencial do tipo de Yukawa.
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APENDICES

APÊNDICE A - Tensor de Ricci para a Métrica de Schwarzschild

Vamos calcular as componentes do tensor de Ricci:

R00 = Γ
α
00,α −Γ

α
0α,0 +Γ

β

00Γ
α

βα
−Γ

β

0α
Γ

α

β0

R00 = Γ
1
00,1 +Γ

1
00Γ

α
1α −Γ

β

00Γ
0
β0−Γ

β

01Γ
1
β0−Γ

β

02Γ
2
β0−Γ

β

03Γ
3
β0

R00 =
1
2

(
e(ν−λ )

ν
′
)′
+Γ

1
00Γ

0
10 +Γ

1
00Γ

1
11 +Γ

1
00Γ

2
12 +Γ

1
00Γ

3
13−Γ

1
00Γ

0
10−Γ

0
01Γ

1
00

R00 =
1
2

(
ν
′′e(ν−λ )+ e(ν−λ )

ν
′ (

ν
′−λ

′))+Γ
1
00
(
Γ

1
11 +Γ

2
12 +Γ

3
13−Γ

0
01
)

R00 =
1
2

e(ν−λ )
[
ν
′′+ν

′ (
ν
′−λ

′)]+ 1
2

e(ν−λ )
ν
′
[

1
2

λ
′+

2
r
− ν ′

2

]

R00 =
1
2

e(ν−λ )

[
ν
′′+ν

′2−ν
′
λ
′+

ν ′λ ′

2
+

2ν ′

r
− ν ′

2

2

]

R00 =
1
2

e(ν−λ )

[
ν
′′+

ν ′
2

2
− ν ′λ ′

2
+

2ν ′

r

]



60

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)] . (1)

E também,

R11 = Γ
α
11,α −Γ

α
1α,1 +Γ

β

11Γ
α

βα
−Γ

β

1α
Γ

α

β1

R11 = Γ
1
11,1−Γ

0
10,1−Γ

1
11,1−Γ

2
12,1−Γ

3
13,1 +Γ

1
11Γ

α
1α −Γ

β

10Γ
0
β1−Γ

β

11Γ
1
β1−Γ

β

12Γ
2
β1−Γ

β

13Γ
3
β1

R11 =−Γ
0
10,1−Γ

2
12,1−Γ

3
13,1+Γ

1
11Γ

0
10+

(
Γ

1
11
)2
+Γ

1
11Γ

2
12+Γ

1
11Γ

3
13−Γ

0
10Γ

0
01−

(
Γ

1
11
)2−Γ

2
12Γ

2
21−Γ

3
13Γ

3
31

R11 =−
ν ′′

2
+

2
r2 +

1
2

λ ′ν ′

2
+

1
2

2λ ′

r
− ν ′

2

4
− 2

r2

R11 =−
ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′) . (2)

A componente R22 é dada por

R22 = Γ
α
22,α −Γ

α
2α,2 +Γ

β

22Γ
α

βα
−Γ

β

2α
Γ

α

β2

R22 = Γ
1
22,1−Γ

3
23,2 +Γ

1
22Γ

α
1α −Γ

β

20Γ
0
β2−Γ

β

21Γ
1
β2−Γ

β

22Γ
2
β2−Γ

β

23Γ
3
β2

R22 = Γ
1
22,1−Γ

3
23,2 +Γ

1
22Γ

0
10 +Γ

1
22Γ

1
11 +Γ

1
22Γ

2
12 +Γ

1
22Γ

3
13−Γ

2
21Γ

1
22−Γ

1
22Γ

2
12−Γ

3
23Γ

3
32



61

R22 =−e−λ + re−λ
λ
′− (cotgθ),2− re−λ ν ′

2
− re−λ λ ′

2
− cotg2

θ

R22 =−e−λ +
re−λ λ ′

2
− re−λ ν ′

2
+ cossec2

θ − cotg2
θ

R22 =−e−λ +
re−λ

2
(
λ
′−ν

′)+1

R22 =−e−λ

[
1− eλ +

r
2
(
ν
′−λ

′)] . (3)

A componente R33, por sua vez, é

R33 = Γ
α
33,α −Γ

α
3α,3 +Γ

β

33Γ
α

βα
−Γ

β

3α
Γ

α

β3

R33 = Γ
1
33,1 +Γ

2
33,2 +Γ

1
33Γ

α
1α +Γ

2
33Γ

α
2α −Γ

β

30Γ
0
β3−Γ

β

31Γ
1
β3−Γ

β

32Γ
2
β3−Γ

β

33Γ
3
β3

R33 =Γ
1
33,1+Γ

2
33,2+Γ

1
33Γ

0
10+Γ

1
33Γ

1
11+Γ

1
33Γ

2
12+Γ

1
33Γ

3
13+Γ

2
33Γ

3
23−Γ

3
31Γ

1
33−Γ

3
32Γ

2
33−Γ

1
33Γ

3
13−Γ

2
33Γ

3
23

R33 =−e−λ sen2
θ +re−λ

λ
′sen2

θ− cos 2
θ +sen2

θ−re−λ ν ′

2
sen2

θ−re−λ λ ′

2
sen2

θ +senθ cos θcotgθ

R33 =−e−λ sen2
θ + re−λ

λ
′sen2

θ − cos 2
θ + sen2

θ − re−λ sen2θ

2
(
ν
′+λ

′)+ cos 2
θ
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R33 =−e−λ sen2
θ

[
1− rλ

′+
rν ′

2
+

rλ ′

2
− eλ

]

R33 =−e−λ sen2
θ

[
1− eλ +

r
2
(
ν
′−λ

′)]

R33 = R22sen2
θ . (4)

Esse resultado demonstra que a componente R33 não é independente. As demais componentes,

R01, R02, R03, R12, R13 e R23, são nulas.
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APÊNDICE B - Tensor de Ricci para gµν(r, t)

O cálculo das componentes de Rµν nos dá:

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)]+Γ
0
00,0−Γ

0
00,0−Γ

1
01,0 +Γ

0
00Γ

α
0α −Γ

0
0αΓ

α
00−Γ

1
0αΓ

α
10

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)]−Γ
1
01,0 +

(
Γ

0
00
)2

+Γ
0
00Γ

1
01−Γ

0
00Γ

0
00−

(
Γ

1
01
)2

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)]−Γ
1
01,0 +Γ

0
00Γ

1
01−

(
Γ

1
01
)2

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

r
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)]− ··λ
2
+

·
ν

·
λ

4
−
·
λ

2

4
. (5)

R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+Γ
0
11,0 +Γ

0
11Γ

α
0α −Γ

0
1αΓ

α
01−Γ

1
1αΓ

α
11

R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+Γ
0
11,0 +Γ

0
11Γ

0
00 +Γ

0
11Γ

1
01−Γ

0
11Γ

1
01−Γ

1
10Γ

0
11

R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+ 1
2

··
λe(λ−ν)+

1
2

·
λe(λ−ν)

( ·
λ −

·
ν

)
+

1
4

·
λ
·
νe(λ−ν)−

·
λ

2

4
e(λ−ν)
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R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+ 1
2

e(λ−ν)

 ··λ +
·
λ

2

−
·
λ
·
ν +

·
λ
·
ν

2
−
·
λ

2

2



R11 =

[
−ν ′′

2
+

λ ′

r
+

ν ′

4
(
λ
′−ν

′)]+ e(λ−ν)

 ··λ2 +

·
λ

2

4
−
·
λ
·
ν

4

 . (6)

R22 e R33 não se alteram em relação à expressão formal obtida no apêndice anterior,

permanecendo:

R22 =−e−λ

[
1− eλ +

r
2
(
ν
′−λ

′)] , (7)

R33 = sen2
θR22. (8)

As componentes R02, R03, R12, R13 e R23 continuam sendo nulas. Mas, vejamos como

fica R01:

R01 = Γ
0
01,0 +Γ

1
01,1−Γ

0
00,1−Γ

1
01,1 +Γ

0
01Γ

α
0α +Γ

1
01Γ

α
1α −Γ

0
0αΓ

α
01−Γ

1
0αΓ

α
11

R01 = Γ
0
01,0 +Γ

1
01,1−Γ

0
00,1−Γ

1
01,1 +Γ

0
01Γ

0
00 +Γ

0
01Γ

1
01 +Γ

1
01Γ

0
10 +Γ

1
01Γ

1
11 +2Γ

1
01Γ

2
12

−Γ
0
00Γ

0
01−Γ

0
01Γ

1
01−Γ

1
00Γ

0
11−Γ

1
01Γ

1
11

R01 = Γ
0
01,0−Γ

0
00,1 +2Γ

1
01Γ

2
12−Γ

1
00Γ

0
11 +Γ

1
01Γ

0
10



65

R01 =

( ·
ν

)′
2
−

( ·
ν

)′
2

+

·
λ

r
− 1

2
e(ν−λ )

ν
′.

1
2

·
λe(λ−ν)+

·
λν ′

4

R01 =

·
λ

r
. (9)
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APÊNDICE C - Tensor de Ricci para a Métrica Geral

Calculando a componente R00, temos

R00 = Γ
α
00,α −Γ

α
0α,0 +Γ

β

00Γ
α

βα
−Γ

β

0α
Γ

α

β0

R00 = Γ
1
00,1 +Γ

1
00Γ

α
1α −Γ

β

00Γ
0
β0−Γ

β

01Γ
1
β0−Γ

β

02Γ
2
β0−Γ

β

03Γ
3
β0

R00 =
1
2

(
e(ν−λ )

ν
′
)′
+Γ

1
00Γ

0
10 +Γ

1
00Γ

1
11 +Γ

1
00Γ

2
12 +Γ

1
00Γ

3
13−Γ

1
00Γ

0
10−Γ

0
01Γ

1
00

R00 =
1
2

(
ν
′′e(ν−λ )+ eν−λ

ν
′ (

ν
′−λ

′))+Γ
1
00
(
Γ

1
11 +Γ

2
12 +Γ

3
13−Γ

0
01
)

R00 =
1
2

e(ν−λ )
[
ν
′′+ν

′ (
ν
′−λ

′)]+ 1
2

e(ν−λ )
ν
′
[

1
2

λ
′+

F ′

F
+

F ′

F
− ν ′

2

]

R00 =
1
2

e(ν−λ )

[
ν
′′+ν

′2−ν
′
λ
′+

ν ′λ ′

2
+

2F ′ν ′

F
− ν ′

2

2

]

R00 =
1
2

e(ν−λ )

[
ν
′′+

ν ′
2

2
− ν ′λ ′

2
+

2F ′ν ′

F

]

R00 = e(ν−λ )

[
ν ′′

2
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)+ F ′ν ′

F

]
. (10)

Por sua vez, a componente R11 é

R11 = Γ
α
11,α −Γ

α
1α,1 +Γ

β

11Γ
α

βα
−Γ

β

1α
Γ

α

β1
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R11 = Γ
1
11,1−Γ

0
10,1−Γ

1
11,1−Γ

2
12,1−Γ

3
13,1 +Γ

1
11Γ

α
1α −Γ

β

10Γ
0
β1−Γ

β

11Γ
1
β1

−Γ
β

12Γ
2
β1−Γ

β

13Γ
3
β1

R11 = −Γ
0
10,1−Γ

2
12,1−Γ

3
13,1 +Γ

1
11Γ

0
10 +

(
Γ

1
11
)2

+Γ
1
11Γ

2
12 +Γ

1
11Γ

3
13

−Γ
0
10Γ

0
01−

(
Γ

1
11
)2−Γ

2
12Γ

2
21−Γ

3
13Γ

3
31

R11 =−
ν ′′

2
−2
(

F ′

F

)′
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
−2
(

F ′

F

)2

R11 =−
ν ′′

2
−2

(
F ′′

F
− F ′

2

F2

)
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
−2

F ′
2

F2

R11 =−
ν ′′

2
− 2F ′′

F
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
. (11)

Também, encontra-se a componente R22:

R22 = Γ
α
22,α −Γ

α
2α,2 +Γ

β

22Γ
α

βα
−Γ

β

2α
Γ

α

β2

R22 = Γ
1
22,1−Γ

3
23,2 +Γ

1
22Γ

α
1α −Γ

β

20Γ
0
β2−Γ

β

21Γ
1
β2−Γ

β

22Γ
2
β2−Γ

β

23Γ
3
β2

R22 = Γ
1
22,1−Γ

3
23,2 +Γ

1
22Γ

0
10 +Γ

1
22Γ

1
11 +Γ

1
22Γ

2
12 +Γ

1
22Γ

3
13−Γ

2
21Γ

1
22−Γ

1
22Γ

2
12−Γ

3
23Γ

3
32

R22 =
(
−FF ′e−λ

)′
− (cotgθ),2−FF ′e−λ .

ν ′

2
−FF ′e−λ .

λ ′

2
− cotg2

θ
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R22 =−
(
FF ′

)′ e−λ −FF ′
(

e−λ

)′
+ cossec2

θ −FF ′e−λ .
ν ′

2
−FF ′e−λ .

λ ′

2
− cotg2

θ

R22 =−F ′
2
.e−λ −FF ′′.e−λ +FF ′λ ′e−λ −FF ′e−λ .

λ ′

2
−FF ′e−λ .

ν ′

2
+1

R22 =−F ′
2
.e−λ −FF ′′.e−λ +FF ′e−λ .

λ ′

2
−FF ′e−λ .

ν ′

2
+1. (12)

A componente R33 pode ser escrita em termos de R22, ou seja, não é uma componente indepen-

dente. As componentes R01, R02, R03, R12, R13 e R23 são nulas.
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APÊNDICE D - Sistema de Equações

Consideremos as equações de campo

ν ′′

2
+

ν ′

4
(
ν
′−λ

′)+ F ′ν ′

F
= 0, (13)

−ν ′′

2
− 2F ′′

F
+

λ ′ν ′

4
+

F ′λ ′

F
− ν ′

2

4
= 0, (14)

e−λ

[
F ′′

F
+

F ′
2

F2 +
F ′

2F

(
ν
′−λ

′)]− 1
F2 = 0. (15)

Somando-se (13) e (14), tem-se

F ′ν ′

F
− 2F ′′

F
+

F ′λ ′

F
= 0

e−λ

[
F ′ν ′

2F
− F ′′

F
+

F ′λ ′

2F

]
= 0. (16)

Agora, Fazendo-se (15)−(16), vem que

e−λ

[
F ′′

F
+

F ′
2

F2 +
F ′ν ′

2F
− F ′λ ′

2F
− F ′ν ′

2F
+

F ′′

F
− F ′λ ′

2F

]
− 1

F2 = 0

e−λ

[
2F ′′

F
+

F ′
2

F2 −
F ′λ ′

F

]
− 1

F2 = 0. (17)

Prosseguindo, vamos calcular (15)+(16):

e−λ

[
F ′′

F
+

F ′
2

F2 +
F ′ν ′

2F
− F ′λ ′

2F
+

F ′ν ′

2F
− F ′′

F
+

F ′λ ′

2F

]
− 1

F2 = 0

e−λ

[
F ′

2

F2 +
F ′ν ′

F

]
− 1

F2 = 0. (18)



70

Finalmente, façamos (13)−(14), obtendo

ν
′′+

ν ′
2

4
− λ ′ν ′

4
+

F ′ν ′

F
+

2F ′′

F
− λ ′ν ′

4
− F ′λ ′

F
+

ν ′
2

4
= 0

ν
′′+

ν ′
2

2
+

2F ′′

F
− λ ′ν ′

2
− F ′

F

(
λ
′−ν

′)= 0. (19)

As equações (17), (18) e (19) formam o sistema desejado.
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APÊNDICE E - Verificação de Equação

Consideremos a equação

ν
′′+

ν ′
2

2
− λ ′ν ′

2
+

2F ′′

F
− F ′

F

(
λ
′−ν

′)= 0. (20)

Sabendo que F ′′ = F ′ (λ+ν)′

2 , obtemos imediatamente que

λ
′ = 2

F ′′

F ′
−ν

′. (21)

Substituindo (21) em (20), temos

ν
′′+

ν ′
2

2
− ν ′

2

(
2F ′′

F ′
−ν

′
)
+

2F ′′

F
− F ′

F

(
2F ′′

F ′
−ν

′
)
+

F ′

F
ν
′ = 0

ν
′′+ν

′2−ν
′F
′′

F ′
+

2F ′′

F
− 2F ′′

F
+

F ′

F
ν
′+

F ′

F
ν
′ = 0

ν
′′+ν

′2−ν
′F
′′

F ′
+

2F ′

F
ν
′ = 0

ν
′′+ν

′
(

ν
′− F ′′

F ′
+

2F ′

F

)
= 0. (22)

Por outro lado, sabemos que ν = ln
(
1+ α0

F

)
. Então,

ν
′ =− α0F ′

(F +α0)F
(23)

e

ν
′′ =− α0F ′′

(F +α0)F
+

α0F ′ [F ′F +(F +α0)F ′]

(F +α0)
2 F2

ν
′′ =− α0F ′′

(F +α0)F
+

α0F ′
2

(F +α0)
2 F

+
α0F ′

2
(F +α0)

(F +α0)
2 F2
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ν
′′ =− α0F ′′

(F +α0)F
+

α0F ′
2

(F +α0)
2 F

+
α0F ′

2

(F +α0)F2 . (24)

Levando (23) e (24) em (22), obtém-se

− α0F ′′

(F +α0)F
+

α0F ′
2

(F +α0)
2 F

+
α0F ′

2

(F +α0)F2 +
α2

0 F ′
2

(F +α0)
2 F2

+
α0F ′′

(F +α0)F
− 2α0F ′

2

(F +α0)F2 = 0

α0F ′
2

(F +α0)
2 F
− α0F ′

2

(F +α0)F2 +
α2

0 F ′
2

(F +α0)
2 F2

= 0

F ′
2

(F +α0)
2 F
− F ′

2

(F +α0)F2 +
α0F ′

2

(F +α0)
2 F2

= 0

F ′
2
F

(F +α0)
2 −

F ′
2

F +α0
+

α0F ′
2

(F +α0)
2 = 0

F ′
2
F−F ′

2
(F +α0)+α0F ′

2
= 0

F ′
2
F−F ′

2
F−F ′

2
α0 +α0F ′

2
= 0

0 = 0,

o que mostra que as soluções para λ e ν dadas em (21) e (23) satisfazem identicamente a

equação (20).


