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a falta de agdo tira o vigor da mente”.

(Leonardo Da Vinci)



RESUMO

Neste trabalho, investigamos inicialmente o problema da obten¢ao de uma gravitagao
Newtoniana modificada no caso da teoria da Relatividade Geral. Na sequéncia, encontramos
uma solugdo geral com simetria esférica para um campo gravitacional fraco no contexto da te-
oria de Brans-Dicke. Esta solu¢do € independente de qualquer condi¢do de coordenada. Entdo,
para uma escolha conveniente da func¢@o f(r) na métrica de Brans-Dicke, exibimos uma férmula
modificada para a gravitacdo Newtoniana, a qual pode descrever a gravidade em uma escala de
comprimento pequena. Discutimos os resultados em comparagdo com o caso da Relatividade
Geral.

Palavras-chave: Gravitacdo Newtoniana Modificada; Teoria de Brans-Dicke; Aproximacgao de
Campo Fraco.



ABSTRACT

In this work, we investigate initially the problem of obtaining a modified Newtonian
gravitation in the case of General Relativity theory. Following, we find a general solution
with spherical symmetry for a weak gravitational field in the context of Brans-Dicke theory.
This solution is independent of any coordinate condition. Then, for a convenient choice of
the function f(r) in Brans-Dicke metric, we exhibit a modified formula to Newtonian gravity,
which can describe gravity in a small length scale. We discuss the results in comparison with
the case of General Relativity.

Keywords: Modified Newtonian Gravitation; Brans-Dicke Theory; Weak Field Approximation.
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1 INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (EINSTEIN, 1915; LORENTZ; EINSTEIN; MIN-
KOWSKI, 2001) € uma das principais realizacdes intelectuais do século XX. Caminhando para
completar 100 anos em 2015, segue sendo a teoria padrao da gravitagdo (WILL, 2006). Nao
obstante, a teoria da gravitagdo de Newton pode ser recuperada como um caso particular da
Relatividade Geral, sendo vélida no dominio de campos gravitacionais fracos (HITZER; DEH-
NEN, 1997) e de corpos que se movem com baixas velocidades em comparagdo com a velo-
cidade da luz. Nesse dominio, a for¢a gravitacional deve variar com o inverso do quadrado da

distancia entre duas massas puntiformes.

Nos ultimos anos, tém surgido algumas propostas tedricas relacionadas com as interacoes
fundamentais da natureza ( ARKANI-HAMED; DIMOPOULOS; DVALI, 1999; DIMOPOU-
LOS; GIUDICE, 1996). De acordo com essas teorias, a existéncia de dimensodes extras espaciais
faria com que, em uma escala de comprimento pequena, menor do que 10~3 cm (HOYLE; SCH-
MIDT; HECKEL, 2001), a forca gravitacional entre duas massas puntiformes se desviasse do

valor previsto pela gravitacdo Newtoniana.

Uma maneira de se verificar desvios na forca gravitacional em uma escala de com-
primento pequena € através do estudo do efeito Casimir (CASIMIR, 1948). De acordo com a
Eletrodinamica Quantica, pares de particulas e antiparticulas sdo continuamente criados e ani-
quilados no vécuo. Porém, a colocagdo de fronteiras nesse vacuo quantico, como por exemplo
placas condutoras eletricamente neutras, ocasiona o aparecimento de uma forga entre os condu-
tores, a qual é chamada de forca de Casimir. A este fendmeno da-se o nome de efeito Casimir.
Entdo, a procura por desvios na for¢a de Casimir produz um teste de modelos que prevéem a
existéncia de dimensdes extras, podendo-se determinar também a magnitude do desvio da forca
gravitacional em relacdo a gravitacao de Newton (MASUDA; SASAKI, 2009; DECCA et al.,
2009).
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A modificacdo da gravitacado Newtoniana requerida por teorias que admitem a existéncia
de dimensdes extras espaciais (ARKANI-HAMED et al., 2000; SHIFMAN, 2010) pode, no en-
tanto, ser obtida no préprio contexto da teoria quadridimensional da Relatividade Geral. De
fato, € possivel mostrar que um potencial gravitacional com um termo adicional do tipo de
Yukawa pode ser obtido no limite de campo fraco e baixas velocidades da Relatividade Geral

(DUAN; TIAN, 2008).

Além da teoria da Relatividade Geral, existem outras teorias de gravitacdo que foram
propostas ao longo dos anos (WILL, 2006). Entre estas, pode-se destacar as teorias escalares-
tensoriais (BERGMANN, 1968; WAGONER, 1970; NORDTVEDT, 1970), que sdo a mais
simples generalizacdo da Relatividade Geral através do acréscimo de um campo escalar ¢ para,
junto com a métrica g,y do espago-tempo, descrever os efeitos gravitacionais da matéria. As
teorias escalares-tensoriais da gravitagdo admitem um parametro de acoplamento @ do campo
escalar com a geometria, o qual é, em geral, uma func¢do do campo escalar: @(¢). A teoria
de Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961), corresponde ao caso em que ®(¢) = ® =constante,

devendo ser esse valor fixado por meio das observacdes experimentais.

O interesse no estudo das teorias escalares-tensoriais se d4 devido a vdrios aspectos
que tém sido investigados: em situacdes de altas energias, como no Universo Primordial, a
natureza da gravitacdo pode ser escalar-tensorial (DAMOUR; POLYAKOV, 1994), elas podem
ser o limite de baixas energias de teorias mais gerais que unifiquem a gravitacio com outras
interacdes ou a quantizem (FARAONI, 2009), além da verificacdo de testes experimentais da

interacao gravitacional (DAMOUR, 2000) e Cosmologia (WEINBERG, 2008).

Neste trabalho, investigamos inicialmente o problema da obten¢ao de uma gravitagao
Newtoniana modificada no caso da teoria da Relatividade Geral, detalhando o trabalho de Duan
e Tian (2008). Em seguida, estudamos o problema do ponto de vista da teoria de Brans-Dicke,
obtendo uma solugdo geral com simetria esférica para um campo gravitacional fraco. A partir
desta solucdo, exibimos uma férmula modificada para a gravitagdo Newtoniana, a qual pode
descrever a gravidade em uma escala de comprimento pequena. Discutimos os resultados em

comparacdo com o caso da Relatividade Geral.

A dissertagdo esta organizada do seguinte modo: a seguir, no Capitulo 2, € feita uma re-
visdo da solucdo de Schwarzschild, abordando-se algumas de suas consequéncias. No Capitulo

3, desenvolve-se o formalismo de campo fraco da Relatividade Geral. Prosseguindo-se, estuda-
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se no Capitulo 4 a solucdo geral estitica e com simetria esférica das equacdes de Einstein
para o vazio, obtendo-se dai, no limite de campo fraco e baixas velocidades, uma gravitagao
Newtoniana modificada que incorpora um termo adicional do tipo de Yukawa na energia po-
tencial. Entdo, investiga-se no Capitulo 5 o problema anédlogo ao do capitulo anterior, isto €, a
obtencdo de uma gravitagdo Newtoniana modificada com um termo do tipo de Yukawa, porém,
no contexto da teoria gravitacional de Brans-Dicke. Finalmente, os resultados obtidos sdo apre-

sentados e comentados no Capitulo 6.
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2 A METRICA DE SCHWARZSCHILD

2.1 INTRODUCAO

Vamos obter a solu¢do de Schwarzschild das equacdes de campo de Einstein, a qual é
uma solugdo bésica da teoria da Relatividade Geral. Em seguida, examinamos o caso em que a
métrica possua simetria esférica, mas seja varidvel no tempo, discutindo esse resultado a luz do

teorema de Birkhoff.
22 A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

A solugdo de Schwarzschild foi a primeira solu¢c@o encontrada das equagdes de Eins-
tein da Relatividade Geral (LANDAU; LIFSHITZ, 1996; LEITAO, 2009), correspondendo
ao campo de gravidade produzido por uma distribuicdo de matéria estdtica e esfericamente
simétrica. Esta solu¢do representa, com boa aproximacao, o campo exterior gerado pelas estre-

las, como o Sol.

Para obtermos a solu¢do de Schwarzschild, vamos considerar a seguinte forma geral

para o elemento de linha de um espaco-tempo com simetria esférica e estatico:

ds* = a(r)cdt* — B(r)dr* — r* (d6* + sen*8d ¢?) (2.1)

o qual, por conveniéncia, ainda pode ser escrito como

ds? = e'c*dt* — et dr* — ? (a’92 —I—senzed(pz) , (2.2)

0

onde v =v(r) e A = A(r). Com as definicdes x” = ct, x! = r, x> = 6 e x> = @, o tensor métrico

covariante € dado por
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e’ 0 0 0

0 —e*& 0 0 03
Sap = : :
op 0 0 - 0

0 0 0 —r’sen?6

Ainda, como g45 = guagypgH"’, o tensor métrico na forma contravariante € igual a

eV 0 0 0
o 0 —e?* 0 0
gt = 1 . (2.4)
0 0 - 0
4 1
0 0 0 —
r2sen?@

As equacdes de campo da teoria da Relatividade Geral sdo expressas por

1 8nG

Ryuv — EguvR = C_4T[JV7 (2.5)

sendo Ry o tensor de Ricci, R = RH u 0 escalar de curvatura, Ty o tensor energia-momento da
distribui¢do material, G a constante gravitacional de Newton e ¢ a velocidade da luz. No vacuo,

tem-se T,y = 0 € logo (2.5) se reduz a

Ruy =0, (2.6)

onde,

R'uv - rauv7a - Fa‘ua7v + Fﬁ‘uvraﬁa - FBuaFaﬁv. (27)

Entdo, precisamos calcular os simbolos de Christoffel I'% ;, = %g“p (—g“vﬂo +8pu,v + 8vp, “).

Calculando-se os simbolos de Christoffel ndo nulos, encontra-se que

1 1 1
1 A
IM'i= 5(1n|gll|),1 =3 [ln (e )L = E)v/a
1 1goo1 1 (21
1—‘1 = —— 11 = = = (V )V/
00 28 800,1 2 oul 26 ;
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1 1 g221 2
IMyp=—g'lgni=—==—re?,
2 ’ 2 gn
1 1 24 -1
[M33= —58 8331 = —rsen Oe ",
2 1 5
I 33 = —Eg 8332 = —sen0 cos 9,
0 1 1 v '
I 10—§(ln|800|)1 E(lne J1= 5
%) = l(111|822|) . (Inr?) | ==
2 ) Ly
1 1 1
3= 5 (nlgxs)) ;= 5[1H(F2S€”29)],1 =

1 s 2 _cosBh
(In|gss]) , = E[ln (r°sen®8)] » = o cotgh,

1
2

onde a linha significa a derivada em relagdo a r.

3
[P3 =

Agora, com os simbolos de Christoffel determinados, obtemos as componentes inde-

pendentes e ndo nulas do tensor de Ricci a partir de (2.7), conforme detalhado no Apéndice

A:



Ry =—e* [l—el—}—z(v’—?t')].

2

Assim, as equacgdes de campo (2.6) ficam

l—el%—%(vl—l') =0.

Somando-se (2.8) e (2.9), vem que

vi+ A

r

=0 =V +1 =0 = v+ A = constante.
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(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Por outro lado, para r — oo a métrica (2.2) deve tender para a métrica do espago-tempo plano.

Assim,

lime" — 1= limv — 0,
r—oc0 F—»o0

lim ¢

— 1= 1limA —0,
r—yoo r—yoo

e portanto, segue de (2.11) que

Vv+A=0.

(2.12)



Usando-se (2.12) em (2.10), temos

1—e*—rA' =0,

multiplicando-se ambos os membros por e~*, obtém-se

et et =1

ret = r+C,

onde C € uma constante, para a qual atribuiremos o seguinte valor

2GM
c2

b

18

(2.13)

(2.14)

sendo M uma constante, que € igual a massa do corpo central que produz o campo gravitacional

(PAPAPETROU, 1974).

Dando continuidade, tem-se de (2.13) e (2.14) que

~1
et = (I—ZGZM) .
cer

E, imediatamente de (2.12) e (2.15), também encontramos

2GM

2,

eV =1—

c

(2.15)

(2.16)
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Dessa forma, obtemos a solu¢do de Schwarzschild (2.2):

2GM 2GM\ !
ds2:<1—GT) czdtz—(l— G2 ) dr* —r* (d6” + sen*0dp*) . (2.17)
cor cer

O elemento de linha também pode ser escrito como

-1
as? = (1-2) ar — (1-2) " ar? = (a0% + sen*0dg?). (2.18)

r r

onde rg = € chamado de raio de Schwarzschild ou raio gravitacional da massa M. Se

2
c
r = rg, temos uma singularidade na métrica (2.18), a qual é na verdade uma singularidade
de coordenada, pois pode ndo ocorrer em outro sistema de coordenadas em que a métrica for

escrita, como por exemplo, as coordenadas de Eddington-Finkelstein (PAPAPETROU, 1974).

No caso do Sol, que tem uma massa igual a 1,99 x 10°° kg, encontramos que rs = 2,95
km. Porém, o raio do Sol é R = 6,96 X 10° km e a métrica (2.18) é valida no exterior da estrela,
para r > R. Portanto, efetivamente, tem-se que r > rg nos problemas envolvendo o campo

externo gerado pelo Sol.

As estrelas passam por varias fases durante a sua evolucao. Na fase final, apos ter gasto
o combustivel nuclear, se a estrela tiver uma massa maior do que cerca de 1,44 vezes a massa
do Sol, o chamado limite de Chandrasekhar (CHANDRASEKHAR, 1931), ela se tornard uma
estrela de néutrons, com um raio tdo pequeno quanto 4 km (RYDER, 2009). Porém, se sua
massa € maior do que cerca de 6,7 vezes a massa do Sol (HARTLE, 1978; HARTLE, 2003),
a estrela ndo poderd se manter em uma configuracdo de equilibrio e colapsard em direcdo a
r = 0. Nessas condi¢Oes, a regido do espago em que r < rg serd limitada pela superficie r = rg,
a qual agird como um horizonte para observadores do lado de fora da regido. Assim, sinais
vindos de fora poderdo entrar, mas nenhum sinal, nem mesmo a luz, podera sair através da
superficie. Teremos, entdo, a formacdo de um buraco negro (OHANIAN; RUFFINI, 1994).
Experimentalmente, existem evidéncias da existéncia de buracos negros em sistemas bindrios

de estrelas e nos centros de galdxias (HARTLE, 2003).
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2.3 CAMPO GRAVITACIONAL VARIAVEL NO TEMPO

Vamos considerar um campo gravitacional esfericamente simétrico e varidvel no tempo,
que satisfaz as equagdes de Einstein no vazio. Este poderia ser, por exemplo, o campo gravita-
cional no exterior de uma estrela esfericamente simétrica que esteja colapsando, expandindo ou

pulsando (OHANIAN; RUFFINI, 1994).

A métrica que vamos considerar €, portanto,

ds* = e¥Pdr* — et dr* — r* (d6* + sen®0d¢?) (2.19)
sendo que, v =v(rt) e A = A(n1).

Verifica-se que os simbolos de Christoffel nao nulos calculados na se¢ao anterior nao

se alteram na sua expressdo formal. Porém, os I'*;, a seguir sdo também no nulos:

1 %
0. 100 _ Vv
00 = 58 8000 = 7

1 _

Y = 78 (—g110) = =Ae*Y),

1 A
ro_ Lo _A
01 =58 8110= 7"

onde o ponto significa a derivada em relacdo ao tempo.

Dessa forma, pode-se calcular as componentes do tensor de Ricci independentes e ndao

nulas (ver Apéndice B):

A VA A
St (2.20)
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nn oA A
A & WA A=v | &~ 7~ AV
Ry = +—+ (A v)]—f—e st | (2.21)
Rp=—e 1=+ 2 (V=2)]. (2.22)
A
Ror =~ (2.23)

No entanto, de acordo com as equacdes de Einstein para o vazio, Ry; = 0. Entdo, tem-se de
(2.23) que A = A(r). Logo, as equagdes de campo que se obtém de (2.20)-(2.22) sdo formal-

mente idénticas aquelas da secao anterior:

vie v vl
AT ARVIR A SV V) g 2.24
St (v'=1") =0, (2.24)
v// / vl , ,

—7+7+Z(A —Vv') =0, (2.25)
=" 42 (V=1) =0. (2.26)

Fazendo-se a soma das equacdes (2.24) e (2.25), encontra-se que

(V+A) =0= v4+A=g(t) = e =elVe?, (2.27)

sendo ¢(¢) uma fung@o a ser determinada. De (2.27), ainda segue que

vi=-1. (2.28)

Utilizando-se (2.28), a equacao (2.26) pode ser escrita como

er et =1 — i [re_’l] =1.
dr
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Dai,
re* =r+C. (2.29)
) 2GM
Mais uma vez, com C = ——>—, tem-se que
c
2GM
er=1-—"0-. (2.30)
cr
Assim, de (2.27), obtemos
2GM
eV = et (1— - > (2.31)
Cc°r

Finalmente, a métrica varidvel no tempo procurada €, de acordo com (2.19), (2.30) e

(2.31), igual a

26M 26M\ !
ds® = ¢0) (1_i) czdtz—(l— G ) dr* —r* (d6* + sen*0d ¢?) . (2.32)

cr cr
2.4 TEOREMA DE BIRKHOFF

Considerando-se a seguinte transformacgao de coordenada

di = 290 dt — T = e290d1, (2.33)

obtém-se a relacao

dt? = 0 dr?, (2.34)

Com a substituicao de (2.34) em (2.32), a forma da métrica de Schwarzschild é recupe-
rada para o observador com coordenada temporal 7. Entdo, mostramos o resultado que constitui

o teorema de Birkhoft:
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“Uma solugdo esfericamente simétrica das equagoes de Einstein para o vazio é neces-

sariamente estdtica” .

Portanto, o campo externo de uma estrela que esteja em colapso, em expansao ou
pulsando, de tal forma que a simetria esférica seja mantida, € igual ao de uma estrela em repouso

com simetria esférica.

Uma consequéncia do teorema de Birkhoff, é que uma distribuicdo esfericamente
simétrica de massa ndo produz campo gravitacional dentro de uma cavidade esférica vazia,
concéntrica com a distribui¢ao. Esse resultado também € verificado na teoria gravitacional de

Newton.

Para calcularmos o campo no interior da cavidade, a métrica deve ser, de acordo com

o teorema, da forma de Schwarzschild:

C c\ !
ds* = (1 —~ —) cdt* — (1 —~ —) dr* —r* (d6* + sen*0d ¢?) , (2.35)
r

r

onde deixamos a constante C em aberto. Porém, se C # 0, havera uma singularidade em r = 0
na cavidade vazia. Essa singularidade ndo deve existir, e logo, fixamos que C = 0. Assim, o

espaco-tempo dentro da cavidade € plano, pois a métrica fica igual a

ds* = 2dt* —dr* —r* (d6% + sen*0d¢?) (2.36)

significando a auséncia de campo gravitacional no interior da cavidade.
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3 A APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentaremos o formalismo de campo fraco da Relatividade Geral,
obtendo as equacdes apropriadas para esse caso particular das equacdes de campo de Einstein.
Depois, encontraremos a forma da métrica de Schwarzschild na situacdo de campo fraco. Fa-
remos ainda uma aplicacdo para o célculo da deflexdo de um raio de luz passando préximo ao

Sol.
3.2 APROXIMACAO DE CAMPO FRACO

Como vimos, no capitulo anterior, as equacdes de campo da teoria da Relatividade

Geral sao dadas por

1 8nG

Fazendo-se a contracdo da equagdo (3.1), ou seja,

1 8nG
gaBRaﬁ - EgaﬁgaﬁR = 73043 Top,
e usando-se que 7 = T%, = g®PT, p € o trago do tensor energia-momento, R = R%q = g®P Rop

egaﬁgaﬁ =6% =68%+38"1+ 8%+ 8% =4, temos

R—2R:$T
c
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R=——T. (3.2)
c
Substituindo (3.2) em (3.1), segue que
8nG 1

Essa € a forma alternativa das equacgdes de Einstein (3.1).

Agora, consideremos que o campo gravitacional € fraco, de modo que a métrica do
espaco-tempo difere muito pouco da métrica do espago-tempo plano. Nessas condi¢des, pode-

se adotar um sistema de referéncia onde

8ap = Nap +hap, (3.4)

sendo 1y = diag(1,—1,—1,—1) amétrica de Minkowski e ‘haﬁ | < 1. Entdo, no que se segue,
negligenciaremos as poténcias de /4 superiores a de primeira ordem. Nesse sentido, o tensor

de Riemann sera escrito como (LANDAU; LIFSHITZ, 1996):

1
RyocSB = 5 (hyﬁ,oc,é +ha5,y,/3 - haﬁ,y,é - hy&a,ﬁ) . (3-5)

Na mesma aproximagao, o tensor de Ricci é dado por

Rop = Rsaéﬁ = gyaRyocéﬁ = nyéRya’cSBa

uma vez que g¥® = "% — h¥%. Logo,

1

Rap =3 (‘nyahaﬁ,w +hya,b’77+hyﬁ7aﬂ_h7aﬁ> ) (3.6)

onde i = h¥y. Assim, as equagdes de campo de Einstein (3.3) se tornam iguais a

167G 1
<_n75hocﬁ,y,6 +h7a,[5,y+h7ﬁ,a,y_h,a,[3) = ! lTaﬁ - EnaﬁT} ) (3.7)

com gugT = (Napg +hap)T = NapT-
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De modo arbitrario, pode-se escolher quatro das dez componentes do tensor métrico

gap O que tem como consequéncia a imposi¢éo de quatro condi¢des arbitrarias aos iqg (LAN-

DAU; LIFSHITZ, 1996). Um conjunto de condicdes geralmente utilizado € o das condicdes

harmonicas (também chamado de “gauge” harmonico). Essas condi¢des harmodnicas sdo dadas

pelas equagdes

isto €,

1 1
Wpa—58%ha=0=h5—>8hs.

E ainda, derivando em relacao a o,
5 lcs
h"p.6.0— 55 phsoa=0

1
h6ﬁ7a76 - §h7a7ﬁ = 0'

Por outro lado, a equacdo do gauge harmonico também pode ser escrita como

1
Wy — 5650@5 =0.

Dai, derivando em relagdo a 3,
5 los
hasp—70"ahsp=0

1
" aps = 5hap =0

Somando-se (3.9) e (3.10), vem que

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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hsﬁ,aﬁ +h5a,6,ﬁ —hap=0. (3.11)
Com o uso de (3.11), a equacdo (3.7) fica igual a

167G { 1 } (3.12)

Desenvolvendo-se o produto n75ha B,7,5» teremos

1oy = N"hapoo+n"hap11+ 0 hap 22+ 1 hap 33

1 3%h
) o Nap 2
n” haﬁmé 2 o2 -V haﬁ - Dh“ﬁ’

onde [] é o D’ Alembertiano. Assim, a partir de (3.12), as equacdes de campo fraco da teoria da

Relatividade Geral sao obtidas:

(3.13)

1 1
g~ 155 | |

Top — EnaﬁT .

Nestas equagdes, uma vez que o contetido material T, seja conhecido, pode-se determinar

hepg. Entdo, com o auxilio de (3.4), a métrica gq 5 do espago-tempo pode ser encontrada.

Se a métrica for independente do tempo, tem-se que

Ohap = —V?hagp,

e portanto, as equagdes de campo (3.13) podem ser simplificadas dando o resultado

167rG { 1 } (3.14)

Vz]’l(xﬁ =2 [H{aB — 27705[3
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3.3 A METRICA DE SCHWARZSCHILD NO LIMITE DE CAMPO FRACO

Vamos obter a expressao da métrica de Schwarzschild quando o campo gravitacio-
nal produzido pelo corpo central de massa M € fraco. Como ja conhecemos a métrica exata de

Schwarzschild, obtida no Capitulo 2:

2GM 26M\ !
ds2:<1_i) czdtz—(l— G ) dr* —r*(d6* + sen*0dp?), (3.15)

cr cr
poderemos obter a métrica de campo fraco diretamente de (3.15). Para isso, deve-se notar que,

se M = 0, a métrica anterior se reduz para

ds® = 2dr* —dr* — r*(d6? + sen*0d ¢?),

que corresponde naturalmente a métrica do espaco-tempo plano. Assim, para passarmos ao

caso de campo fraco a partir de (3.15), consideraremos a situagdo particular em que

2GM
c2r

< 1. (3.16)

Dessa forma, usando-se a expansao binomial, obtém-se que

' o (3.17)

( 2GM) -1 2GM
1— — 1+

c°r C

Entao, a métrica de campo fraco de Schwarzschild procurada é

c°r

2GM 2GM
ds? = <1 — —) ctdr — (1 + —) dr* —r*(d6* + sen*0d¢?). (3.18)

2r 2



29

3.4 O CALCULO DA DEFLEXAO DA LUZ

Uma situagdo em que se pode considerar que o campo gravitacional € fraco, € quando
precisamos calcular a deflexao sofrida por um raio de luz ao passar nas vizinhangas do Sol. Para

ver 18so, vamos partir da equacao que descreve a trajetoria do raio (PAPAPETROU, 1974):

d? (1 1 3GM
— = 3.1
d(p2 (r) + r c2r? (3.19)

Se o raio se move em uma regidao onde M = 0, a equagdo anterior fica

> [1\ 1
- ~ = 2
402 (r)+r 0, (3.20)
cuja solugdo é
1 1
— = —C0s Q, (3.21)
r rg

a qual corresponde, como deveria ser, a uma trajetéria em linha reta, indicada pela seta escura

na Figura 3.1. E interessante notar que,

@

Figura 3.1: Trajetéria de um raio de luz em um espaco-tempo plano. Figura retirada de Ryder
(2009).
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Agora, retornando para a equacdo (3.19), considerando que o campo gravitacional €

fraco, de modo que

3GM 3GM 1
5 Ll= 5 < -, (3.22)
c°r c°r r

vamos substituir a equacao (3.21) em (3.19) como uma solugao aproximada. Assim, vem que

a (1\ 1 36M ,
— = )+-=== : 3.23
do? (r) * rooc%rg s (3-23)

A solucdo para (3.23) é dada pela soma de (3.21), que € a solugdo da equacao diferencial

homogénea, mais uma solucao particular de (3.23). Logo, pode-se obter

1 1 GM
- = —cos(p+ﬁ(1+sen2(p). (3.24)
r rg C I"O

A trajetdria seguida pelo raio de luz é indicada na Figura 3.2 pela curva escura.

)

o)

Figura 3.2: A deflexdo da luz no campo gravitacional de Schwarzschild. Figura retirada de
Ryder (2009).



T
Quando r — oo, temos agora que ¢ — =+ (5 + 6), e portanto obtemos de (3.24)

Ozlcos (z+6)+G—M [1+sen2<g+5)]

) 2 czr(z)
5 GM
O:—ﬂ ﬂ(1+cos23).
ro C I”O

Como devemos ter § < 1, segue que send ~ & e cos § ~ 1. Resulta entdo que,

5 2GM
0= T a2

isto é,

_2GM
3y

0

A deflexdo total do raio de luz, conforme a Figura 3.2, é

_ 4GM
 3ry

A=206
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(3.25)

Para um feixe de luz passando nas proximidades do Sol, a distancia de maior aproximagao ryp €

efetivamente o raio do Sol. Colocando ainda M como a massa do Sol, pode-se obter o valor da

deflexdo

A =1,75" de arco. (3.26)
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Esse efeito foi verificado pela primeira vez em 1919, durante um eclipse solar, por
equipes comandadas pelo astronomo inglés Eddington, uma delas em Sobral no Ceard e a outra
na Africa (WEINBERG, 1972). Elas fotografaram estrelas préximas ao Sol durante o eclipse.
Essa mesma regido do céu foi fotografada meses depois, sem a presenca do Sol, o que permitiu
a determinacao da posicao real das estrelas. A comparacao entre as fotos comprovou a deflexdo
da luz das estrelas, em acordo com a previsio (3.26). E interessante notar, que a teoria de
Newton da gravitacdo também prevé a deflexdo da luz, mas o valor € metade do valor previsto

pela Relatividade Geral (PAPAPETROU, 1974).

Atualmente, a diferenca entre a previsdo da Relatividade Geral e o valor observado

para a deflexdo da luz € de 3 x 104 (SHAPIRO et al., 2004).
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4 SOLUCAO GERAL COM SIMETRIA ESFERICA NA RELATIVIDADE GERAL
E MODIFICACAO DA GRAVITACAO NEWTONIANA

4.1 INTRODUCAO

Inicialmente, obtemos a solu¢@o geral estitica e com simetria esférica das equagdes de
Einstein, passando em seguida ao limite de campo fraco. De posse dessa solu¢ao, examinamos
a equacdo de movimento para uma particula de massa m, supondo que a mesma se mova com
baixa velocidade em comparagdo com a velocidade da luz. Mostra-se, entdo, que é possivel
obter uma forga gravitacional modificada em relagao a gravitacdo de Newton (DUAN; TIAN,

2008), a qual poderia ser aplicada em uma escala de comprimento pequena.

42 SOLUCAO GERAL COM SIMETRIA ESFERICA NA RELATIVIDADE GERAL: AS
EQUACOES DE CAMPO

O Elemento de linha mais geral com simetria esférica e estatico tem a seguinte forma:

2
ds* = A(r)c2di® — B(r)dr* — [ﬁ} (d62 + sen*0d ¢?) . 4.1)

Por conveniéncia, facamos A(r) = ¢"(") e B(r) = ¢*"). Logo,

2
ds* = eV c?dr* — et dr? — {Fr)} (d0* + sen*0d¢?). 4.2)
r

Assintoticamente, quando r — oo, 0 espaco-tempo torna-se o espago-tempo de Min-
kowski, o que exige que v — 0, AL — 0 e f(r) — | para r — . Ainda, com a defini¢do

r .
F(r) = ——, a métrica pode ser representada por

f(r)
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e’ 0 0 0

0 —e*& 0 0 43
Sap = : :
op 0 0 -_F? 0

0 0 0 —FZ%sen’6

As equagdes de Einstein no vacuo sao

Ryy = Fauv,a - Faua-,v + Fﬁuvraﬁa o Fﬁﬂaraﬁv =0, 4.4)

com os simbolos de Christoffel dados por I'*,, = %gap (—guv,p +&pu,v +8vp.u)-

Para a métrica (4.3), todos os simbolos de Christoffel sdo nulos, com excecdo dos

seguintes:

rl, = %(m\gm) = % [m‘—.el } - %A’,
Moo= —%g”gom = _%gg);l = _%(e_vevl’) = 1ez(v‘7L)V',
[Ny = —%gl 82,1 = —% <(__Fe?)’l = —FFe*,
[M33= —%g”g%,l = —% <_F(2_SZZ)9>71 = —FF'sen* e,
[Y33 = —lgzzgzs 2 = _lema 1 ( Fzsenze)’z = —senf cos 0,
2 ’ 2 g2 2 (-F%)
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1 1 F'
3 2,2
P13 =5 (Ingss)) 1 = 5 (In (Fsen’0)) | = 7
1 1 cos 0
3 2,2
I 23 — 5 (ln|g33|)72 = 5 (ln (F sen 9))’2 = <en0 = cotge.

Ap6s a determinag@o dos simbolos de Christoffel, podemos encontrar as componentes indepen-

dentes e ndo nulas do tensor de Ricci (ver Apéndice C):

v F'v'
Ron — v Y v V/ —l/
00=e + ( )+ F |
. N A AV Y v/2
11 = Q=" — -

2F+4+F 4’

A v/
Ryy=—F e _FF"e ™ L FFle™? 5 FFle ™ Z L

Igualando-se cada uma das componentes do tensor de Ricci a zero, obtemos as equagdes de

campo

(V'=2")+ =0, (4.5)

v»ho2F" AV F'AT v

— et =0 (4.6)
F' F" F 1

—A

Nt b (VA | - =0, 4.7)

onde o termo da componente Ry, apds ter sido igualado a zero, foi multiplicado pelo fator

—1/F>.
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43 SOLUCAO GERAL COM SIMETRIA ESFERICA NA RELATIVIDADE GERAL: A
METRICA

Para resolver as equagdes de campo e encontrarmos a métrica, faremos algumas manipulagdes

com as equacoes (4.5), (4.6) e (4.7), obtendo o sistema (ver Apéndice D):

2F" F? R 1
iy o
e F +E—T _ﬁ_()’ (48)
M2 A
2
vio 2F" AV F
"y — — A=V =o. 4.1
L T F (A =v)=0 (4.10)

Na sequéncia, vamos trabalhar com este sistema. Inicialmente, seja a subtracdo das

equacgoes: (4.8)—(4.9), resultando em

i |2F" F? FA F? Fly

F F? F F? F

e

2F// F/)L/ F/v/
— — — O
F F F

2F"—F (A +V') =0

4.11)



37

Fazendo F' = p, temos

A=2lnp—v. 4.12)

Substituindo (4.12) em (4.9), encontra-se
et [F’2 +F'Fv'] ~1
Inp=2 v |p? Il
e e |[F'" +FFv| =1

A%
% [F’2 +F’FV’} —1

eV

. [F'+FV'] =1

e (F'+FV)=F

(e"F) =F' = ¢"F = F + o,

onde o é uma constante arbitraria. Dai,
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Oo
V=14+—. 4.13
e + 7 ( )
Como F = L, também temos que
f(r)
o =14 %S0 (4.14)
r

A partir de (4.13), segue que v = In (1 + %) Levando esse resultado em (4.12), vem que

A=Inp>—v

F= = . (4.15)

Obtivemos as solucdes (4.14) e (4.15) usando apenas as equacdes (4.8) e (4.9) do sistema.

Porém, pode-se mostrar (ver Apéndice E) que a equagdo (4.10) € identicamente satisfeita por

(4.14) e (4.15).

De acordo com as equacdes (4.2), (4.14) e (4.15), a solugdo geral com simetria esférica

das equacoes de Einstein é

2

F/

2
2 [ﬁ} (d62 +sen*0d@?).  (4.16)

.
Para r muito grande, devemos ter f (r) — 1, e logo F — r. Nessas condi¢des, tem-se também

que f'(r) — 0 e F/ — 1. Portanto, quando r — oo obtém-se que
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—— >
fry 7
e a métrica (4.16), em pontos muito distantes da fonte, recai na solu¢do de Minkowski para o

espago-tempo plano.

Fixar a fungdo f(r) significa fixar um sistema de referéncia. Porém, na Relatividade
Geral, a escolha do sistema de referéncia € arbitraria e, dessa forma, a fungdo f (r) ndo é fixada
de antemao pelas equacgdes da teoria, ficando com o seu valor em aberto. Dependendo, entdo,

da escolha que se faga de f (r), encontram-se algumas solu¢des conhecidas, que correspondem

a determinadas escolhas de coordenadas.

Como um exemplo, a solu¢do de Schwarzschild

2GM 1
ds* = <1 - GT) - | _26M dr’ —r* (d6° + sen*6dg?) (4.17)

c°r

(,‘2/'

¢ obtida de (4.16) se f(r)=1le ay= —2?TM. A solugdo de Fock (FOCK, 1959; DUAN;

1

TIAN, 2008), por sua vez, pode ser obtida se fizermos f (r) = H—W e dp= —ZS—ZM em (4.16),
.

encontrando o

4 oM

2 -9 ) 7 2 2 GM\* P
ds’ = | Gy | € dt” - Gir |4r = (14—, ) (407 +sen’0de7).  (4.13)
ar —a

E interessante comentar que se fizermos a mudanca de coordenada r — r+ GC_12\/1 em
(4.17), obteremos a métrica de Fock (4.18), o que mostra que de fato as duas solucdes (4.17) e
(4.18) representam a mesma situagdo fisica, referindo-se a gravitagéo produzida no exterior de

um corpo esfericamente simétrico.
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4.4 SOLUCAO GERAL DE CAMPO FRACO COM SIMETRIA ESFERICA

Vamos fazer a seguinte escolha para f(r):

fr)=1+ 221;4 (g (r)+ %) , (4.19)

onde g (r) é tal que as condi¢des mencionadas sobre f (r) sdo satisfeitas. Além disso, conside-
GM . ‘o .

remos que —— < 1. Entdo, com essas condi¢des, a métrica (4.16) torna-se apropriada para o
cr

regime de campo fraco. Agora, se g(r) = —= e o = —2(5—2M, recuperamos, a partir de (4.16), a

2
métrica de Schwarzschild na aproximacao de campo fraco

2GM 2GM
ds* = (1 — )c2dt2— (1+ - )drz—rz (6% + sen*0d¢?) . (4.20)
c4r cer
Ainda,se g(r)=—-le o= _2(0;_2M’ temos a métrica de Fock na aproximacao de campo fraco

2GM 2GM 2GM
dszz(l—G—)czdtz—(l—i— G >dr2—r2(l—|—G—> (d6* +sen*0dg?). (4.21)

cr cr cr
4.5 FORCA GRAVITACIONAL SOBRE UMA PARTICULA

Assumindo a métrica geral de campo fraco com simetria estérica, dada por (4.16) com

- GM - .
a funcdo f (r) expressa por (4.19) e 2, < 1, vamos obter a equacdo de movimento para uma
particula de massa m sujeita a esse campo gravitacional. Para isso, vamos supor que a particula

se move com baixa velocidade em comparacdo com a velocidade da luz. Entao,

dxt dxX’  cdt
e . 4.22
ds < ds ds ( )

A equacdo de movimento € a equagdo da geodésica

dcM u dx® dxP
e 4.23
ds? tlap ds ds ’ (4.23)
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que, de acordo com (4.22), fornece a equacao relevante

d*x! ;
a2 Tt =0
d*x! ;
Tt [hyc? =0 (4.24)

Porém,

. 1
bo = Eg” (—800,i + 8i0,0 + 80i0) -

Observe que na equacao acima, o indice “’i’estd fixo, sendo igual a 1,2, ou 3, ndo se aplicando

a convencao de soma de Einstein para indices repetidos. Portanto,

. 1 ..
oo = —58"800,i (4.25)
Logo,
d*
a2 = 78”800,1’- (4.26)
Como x! = r, obtemos
> ? 80,1
— = — =2 4.27
7 58 8= . (4.27)

Usando (4.16), segue que

(4.28)
Mas,
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F = = . (4.29)

Entdo, (4.28) fica

dzl” B Cza() f4 a()fs
iz 22 [f—rf’+r(f—rf’)]

5
d*r oy f‘H—%
W - 2r2 f— rf/ . (430)
Dai, com oy = —2§—ZM, temos que
4 _ 2GM ¢5
dr GM (=50 431)
> r? f=rf" ) '

Portanto, a expressdo geral para forca gravitacional sobre uma particula de massa m, causada

pela acdo de uma outra particula de massa M, é

& GMm [t -2
FGrav = mﬁ - - 2 F—rf . 4.32)

Deve-se notar que, se f = 1, o que corresponde a usar a métrica de Schwarzschild (4.20),

recupera-se o limite Newtoniano da Relatividade Geral (NARLIKAR, 1993), pois

GMm

Ferav = — r2_- (4.33)
Fagcamos, porém, a seguinte escolha
2GM _r
Sos(N=pret, (4.34)

onde A é uma constante. Assim, conforme (4.19) e (4.34),

fr)=1+B(r)e & +—. (4.35)
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Substituindo (4.35) em (4.32), desprezando termos de segunda ordem ou maiores em f3 (r) e
GM

2 , encontramos que

Gam | 1+4Be™ ,L+4GM 2GM<1+5ﬁe k_{_SGM)

FGrav = — >
d 1+ Be” k+——r<l+ﬁe_7> —r(%)
GMm 1+4Be % + 2G4 _ 20M
FGrav = — 2 N
14 Be” 1+——r<1—|—[36_1) —1—%
. GMm 1+4Be 7 + 261
G = — T
“ r? 1+ Be X+ZCGTI:4—r[3’e /1—}—%[36*?
GMm 2GM
FGrav = 2 (1+4Be l+ I’)
2GM r
<1—[3e /l——+r[3/ _—%ﬁe_k>
GMm 2GM r 2GM _r _r
FGrav:_ { _?"f—rﬁl l__ﬁe l:|

GM m

FGrav = -

[1 + (3/3 T —/3) } (4.36)
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4.6 MODIFICACAO DA GRAVITACAO NEWTONIANA

De acordo com algumas teorias (ARKANI-HAMED; DIMOPOULOS; DVALLI, 1999;
ARKANI-HAMED et al., 2000), a existéncia de dimensdes extras espaciais faria com que efei-
tos ndo-Newtonianos ocorressem em uma escala de comprimento pequena, menor do que 1073
cm (HOYLE; SCHMIDT; HECKEL, 2001). Entdo, a energia potencial gravitacional modificada
poderia ser dada por (DUAN; TTIAN, 2008)

GM ,
V:—Tm(lJroce_I), (4.37)

onde nota-se, em relagdo a energia potencial Newtoniana, a presenca de um termo adicional do
tipo de Yukawa. Nesse termo, A € uma constante e & = ¢ (r) uma fungdo a ser determinada

experimentalmente.

A forca gravitacional associada com a energia potencial (4.37) pode ser calculada:

—aa—‘: — —G]:I—Zm [1 + (a—roc’+%a> e_ﬂ . (4.38)

Comparando-se (4.38) com (4.36), percebe-se que as equacdes sao equivalentes desde que

Fo=

r
A

Assim, a fung@o B (r) poderia ser determinada. Dai, usando-se (4.35), a forma exata de f (r)

oa—ro +—a =3P -I-rﬁ'—%ﬁ. (4.39)

poderia também ser obtida e, finalmente, encontraria-se a métrica (4.16) para uma escala de

comprimento pequena.

Como foi demonstrado, € possivel, no contexto da teoria da Relatividade Geral, obter-
se uma forca gravitacional em uma escala de comprimento pequena incorporando efeitos ndo-
Newtonianos, os quais seriam causados por um potencial gravitacional com um termo adicional

do tipo de Yukawa.
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5 TEORIA DE BRANS-DICKE: SOLIJCAO GERAL COM SIMETRIA ESFERICA
E MODIFICACAO DA GRAVITACAO NEWTONIANA

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos da teoria gravitacional de Brans-
Dicke, exibindo as equacdes de campo na forma exata e depois introduzindo o formalismo de
campo fraco dessa teoria. Na sequéncia, mostra-se como construir uma solu¢do de campo fraco
de Brans-Dicke a partir de uma solu¢do conhecida da Relatividade Geral. Emprega-se esse
resultado para obter-se a solucao geral estdtica e com simetria esférica para a teoria de Brans-
Dicke. Entdo, nesse contexto, calculamos a expressao da forca sobre uma particula, verificando
a possibilidade de se obter uma gravitacio modificada com um potencial adicional do tipo de

Yukawa.
5.2 A TEORIA DE BRANS-DICKE

A teoria gravitacional de Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961; LEITAO, 2009) foi
proposta como uma alternativa a teoria da Relatividade Geral. E uma teoria métrica, porque
o conteido material estd associado com a determinacdo da geometria do espago-tempo. No
entanto, além da métrica g,y a teoria possui um campo escalar ¢ para a descri¢do completa
dos efeitos gravitacionais, sendo conhecida como uma teoria escalar-tensorial da gravitagdo.
Esse campo escalar é identificado com G~!, de modo que é uma teoria em que a “constante”

gravitacional de Newton passa a ser variavel.
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As equacOes de campo da teoria de Brans-Dicke sao (ADLER; BAZIN; SCHIFFER,
1975):

1 8 0]

1 1
Ryy — EguvR = WT;LV + 7 (‘P.,M‘P,v - Eguv¢7a¢’a) +—

¢ (¢7H;v_guv|j¢) ; (5.1)

8nT
ow+3)c’

com ¢ = ¢°.c = g°7¢ .. O tensor energia-momento associado ao contetido material é

¢ = (5.2)

Tuv e T =TH,. A constante de acoplamento @ é adimensional, ndo sendo fixada pela teoria.
De acordo com observagdes experimentais, o melhor ajuste para o valor de @ é de 40.000

(BERTOTTI; IESS; TORTORA, 2003).

5.3 APROXIMACAO DE CAMPO FRACO NA TEORIA DE BRANS-DICKE

Para obter-se as equagdes de campo de Brans-Dicke na aproximagao de campo fraco,

vamos fazer a contragdo de (5.1):

®

92
1

+$(8uv¢,u;v — " guvD0),

1
(g“v‘l),u(l),v - —guvguvﬁb,aﬁb’a)

1 81
uv L ouv _ uv
g "Ruy g "guvR = _¢)c4g Tyy + 5

2

1 8r o, 1 PR P
R—§4R:wT+p(¢’ ¢,a_§4¢,a¢ )+$(D¢ 400¢)
kY4 () o 3
R:—wT—FE%W +$D¢. (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.1), tem-se que

8

0¢ 1
o -

1 0] 1
(Tuv — 5 8uvT) + pfp,u‘l),v + Eguv_ +

: 5+ gt (5:4)

R[.LV —
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Levando-se (5.2) em (5.4), obtemos que

81 g 20+2 W 1
R,uv = W [T,uv - % <20)+3) T} +P¢,u¢,v+$¢#;v~ (5.5)

As equacoes (5.5) e (5.2) constituem uma forma alternativa para as equagdes de campo da teoria

de Brans-Dicke.

Na aproximacao de campo fraco da teoria de Brans-Dicke, considera-se que

guv = Nuv +hyy, (5.6)

e ainda,

¢=¢0+8=¢0(1+%), (5.7)

onde N,y =diag(1,—1,—1,-1), huv‘ < 1, ¢p uma constante, e € um termo de primeira ordem

na densidade de energia, de maneira que |€/¢y| < 1. Assim, manteremos apenas os termos de
primeira ordem em £y, € €. Com as condigdes (5.6) € (5.7), as equagdes (5.5) € (5.2) tornam-se

iguais a

87 NMuv (2042 Euyv
Ruy = — |Tyy — & T|+224Y .
e ¢QC4|:’JV 2 (20)+3> :|+ oo (5-8)
8nT
Oe=———~ .
€= Ro13) (59)

que sao as equagdes de campo fraco da teoria de Brans-Dicke.

Quando @ — oo, pode-se obter de (5.9) que € — 0. Além disso, (5.8) se reduz nesse

limite a

Ruv =~ | Tuv = —5°T|, (5.10)
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sendo que al)lg(lm ¢o — 1/G. Observa-se que (5.10), de acordo com (3.3), sdo as equagdes de
campo fraco da Relatividade Geral. Portanto, as equagdes de campo fraco de Brans-Dicke se
reduzem para as equacdes de Einstein no limite @ —  (ROMERO; BARROS, 1993; FARA-
ONI, 1998).

5.4 RELACAO ENTRE SOLUCAO DA TEORIA DE BRANS-DICKE E DA RELATIVI-
DADE GERAL

Pode-se obter uma relagdo bastante util entre as solucdes de campo fraco da teoria
de Brans-Dicke e da Relatividade Geral. De fato, se a métrica g,v(G,x) é uma solucdo co-
nhecida das equagdes de Einstein na aproximagdo de campo fraco para um dado 7y, entdo a
solug@o correspondente na teoria de Brans-Dicke para o mesmo 7}, serd dada por (BARROS;

ROMERO, 1998)

50 (x) = [1 — Goe(x)] guv(Go,x), (5.11)
1
oo

Esse resultado permite encontrar a métrica de Brans-Dicke sem que seja necessario

onde Gy = (%) G=

resolver as equacgdes (5.8). Realmente, o que se precisa para encontrar-se gﬁe (x) em (5.11) é
fazer-se a substituicdo de G por G na métrica conhecida de Einstein g,y (G, x), gerando o fator

guv(Go,x). Além disso, deve-se resolver (5.9) para obter &(x).

No caso estatico, em que €(x) € independente do tempo, a equagdo (5.9) ainda pode

ser simplificada:

1 d%¢ 8nT
Oe=——5 —Vie=-Vie=
c? dt? (20 +3)c*’
ou seja,
8T
Vie—__°F (5.12)

(2o +3)c*
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5.5 SOLUCAO GERAL COM SIMETRIA ESFERICA NA TEORIA DE BRANS-DICKE

De acordo com (5.11), o elemento de linha mais geral estatico e com simetria esférica

no contexto da teoria de Brans-Dicke €

dsap, = [1 — Goe(r)]ds?, (5.13)

onde ds? é dado por (4.16) com a substitui¢io de G por Gy e, devido a simetria esférica, deve-se

ter €(x) = &(r). Entdo, pode-se escrever

2

> o (Go)f (nGo)\ 2,2 F 2
dsgp = [1—Goe(r)] (1 + . codt |+ GG G) dr
2
———_(d6? + sen’0d ¢* ] , (5.14)
o GolF 7)
,
com F = , sendo que agora,
f(r7 GO) a 8
2GoM 1
=1 — . 1
£(Go) = 1429 (5043 5.15
Por sua vez, vamos definir
r,G
e(r) = ", (516
. . _ 2GoM o 2M
onde Py é uma constante. No caso particular em que oy(Gp) = —2 Po = o 13) e

f(r,Gp) = 1, recuperamos a partir de (5.14) a solu¢do com simetria esférica nas coordenadas de

Brans-Dicke (BRANS; DICKE, 1961).
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5.6 FORCA GRAVITACIONAL SOBRE UMA PARTICULA NO CASO DE BRANS-DICKE

Para obtermos a for¢a gravitacional sobre uma particula de massa m, movendo-se com
uma velocidade pequena em comparacdo com a da luz, e sujeita a acdo de um campo gravitacio-
nal fraco, vamos partir da equagdo da geodésica (4.23) que, de modo andlogo ao da Relatividade

Geral, leva a

d’r 2
—7 = E(g”)BDggé?]. (5.17)

Logo, a forca gravitacional sobre a particula de massa m é:

d*r c?
FBD _ (gll)BDgBD (518)

Grav — mdt2 = m? 00,1-

Sabemos, conforme (5.11), que

11\BD _ 1 _ 1 _ r 11 r
(&) _g?{%r)_[l—Goe(r)]gu(r,Go)_[HGOE( Ng' (nGo),  (5.19)

goP (r) = [1 — Gog(r)]goo(r, Go). (5.20)

Agora, substituindo-se (5.19) e (5.20) em (5.18), mantendo-se apenas os termos de

primeira ordem em € € hyy, tem-se

\S}

FER, =m- [(1+Goe(r)) 8" (7, Go)] [(1 - Goz(r)) goo(r Go)l,

Fén =m [(1+ Goe (1) 8" (1. Go)] [~ Goe' ()g00(r: Go) + (1 = Goe (1)) gho 1 Go)]



2
C
FEh, = mjg“(r, Go) [—Gog'(r)goo(r, Go) + g0(r; Go) |
2
C
Fén, = mjg“(n Go) [—Gog'(r) (1 + hoo(r, Go)) + 800 (r; Go)]
2
/ /
FGrav = m 2 g (r7 GO) [_GOE (l’) +80()(r7 GO)]

2
C
FGrav = migll(ru GO) [goo(r, GO) - G()S(r)]/.

Nesse ponto, vamos notar a partir de (5.14) que

ao(Go) f(r,Go) '

r

Entao, usando-se (5.22) e (5.16) em (5.21), obtemos

goo(r,Go) =1+

2
FED, = m 2" (1, Go) |1+ (o(Go) — Gofo) 1

(,’2

P&, = (00(Go) ~ Gof) " 1 Go) |

Mas, de acordo com (5.14), ainda tem-se que

(1 4 Oto(Go)f(nGo))
g''(nGo) =~ :
) Flz )

e portanto,

1+ 0o(Go) f(r,Go)
(00(Go) — GoPo) | —

FGrav = m? F,2

g (1 lcolfiecul) sG]
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(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)
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5 (1 4 ao(Go)f(nGo)>
BD C r
FGray = m= (0t0(Go) — GoPo) Fip2 (5.25)
Utilizando-se (4.29), segue-se que
Go)f°(r,G
2 £4(rGo) + LG 2
FBD —m— — . .
Grav 2 2 (aO(G()) GOﬁO) f(r, GO) — rf’(r, GO) (5 6)
2 M 2M
Com as escolhas ap(Gy) = GO , Bo = W e ainda sabendo que Gy =
20+ 3 -
( Yo+ 4) G, a equacdo (5.26) fica
2G0M
oo GMm fH(rGo) — fs(r Go) .
Grav — rz f(r, GO) — rf’(r, GO) ( . )

B . . BD _
Observa-se que, se fizermos f(r,Go) = 1, obtemos o limite Newtoniano, uma vez que F,,, =

GMm
2

. Prosseguindo, pode-se definir

2GoM
CZI"

g(r) = B(r,Go)e 7, (5.28)

onde A é uma constante, obtendo-se de (5.15) que

GoM
c2r’

f(r,Go) =1+ B(r,Go)e 7 + (5.29)

Finalmente, substituindo-se (5.29) em (5.27) e realizando-se um célculo inteiramente similar
ao que foi feito na se¢do 4.5, encontraremos que a forca gravitacional sobre uma particula de

massa m, exercida por uma outra particula de massa M, é
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GM .
Fi = =37 |1+ (3B(n.Go) +7B/(.Go) — 7B(nGo)e 7| (5.30)

E interessante notar, que no limite @ — oo tem-se Gy = (%) G — G, significando que (5.30)

se reduz para a forga gravitacional (4.36) da Relatividade Geral.

5.7 MODIFICACAO DA GRAVITACAO NEWTONIANA NO CONTEXTO DA TEORIA
DE BRANS-DICKE

A comparacdo de (5.30) com (4.38) permite obter

o—ra + %oc =3B(r,Go) +rB'(r,Go) —%

Esta equacdo € formalmente idéntica a (4.39) e, de uma forma mais exata, deve-se ter

B (r,Go). (5.31)

a(r,Go) — rd! (r,Go) + %(x(r, Go) = 3B(r.Go) + B (r,Go) — %ﬁ(r, Go). (5.32)

Entdo, a fungdo f(r,Gp) poderia ser determinada e, através de (5.29), também o elemento de

linha (5.14).

Portanto, mostra-se que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também é possivel
a obten¢do de uma forca gravitacional em uma escala de comprimento pequena, a qual possui
termos adicionais em relacao a gravitacdo de Newton. No caso examinado, a for¢ca é compativel

com uma energia potencial com um termo nao-Newtoniano do tipo de Yukawa como em (4.37).

Deve-se perceber que efeitos nao-Newtonianos mais gerais podem ser obtidos por meio
do formalismo desenvolvido, bastando para isso que escolhas diferentes da que foi feita em

(5.29) sejam feitas para f(r,Gp) em (5.27).
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6 CONCLUSAO

Obtivemos a solugdo geral estdtica e com simetria esférica das equacdes de Einstein,
em acordo com o resultado de Duan e Tian (2008). Examinamos, nessa soluc¢do, o caso de

campo fraco, escrevendo a fungio f (r) como:

2GM 1
£ =1+ 25 (e +3). 6.1

onde g (r) é tal que as condi¢des admitidas sobre f (r) sdo satisfeitas.

Considerando-se a métrica geral de campo fraco com simetria esférica que foi obtida,
determinamos a equacao de movimento para uma particula de massa m movendo-se com baixa

velocidade em comparagdo com a velocidade da luz.
Com a escolha,

2GM
c2r

g(r)=PB(ret, (6.2)

mostramos que € possivel, no contexto da teoria da Relatividade Geral, obter-se uma forca
gravitacional em uma escala de comprimento pequena incorporando efeitos ndo-Newtonianos,
os quais seriam causados por um potencial gravitacional com um termo adicional do tipo de
Yukawa. De fato, esse resultado foi obtido por Duan e Tian (2008), porém utilizamos um

procedimento diferente para deriva-lo, através das escolhas (6.1) e (6.2).

Na sequéncia, encontramos a solugc@o geral estdtica e com simetria esférica para a
teoria de Brans-Dicke. Para obté-la, utilizamos um resultado (BARROS; ROMERO, 1998) que
permite calcular a métrica de Brans-Dicke a partir da métrica conhecida da Relatividade Geral,

quando o campo gravitacional € fraco.
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Na solucao de Brans-Dicke obtida, fizemos

r GoM
F(r,Go) =1+ B(r,Go)e 7 + C‘;r , (6.3)
calculando em seguida a expressao da forca entre duas particulas de massas m e M:
GMm r _r
Fgh, === |1+ (3B(r.Go) +rB'(1,Go) — B (. Go))e . (6.4)
Observamos que, no limite @ — oo, tem-se Gy = (%) G — G, e recupera-se a expressao da

forca gravitacional da Relatividade Geral.

Demonstramos que, no contexto da teoria de Brans-Dicke, também € possivel a obten¢ao
de uma forga gravitacional em uma escala de comprimento pequena possuindo termos adicio-
nais em relacdo a gravitacdo Newtoniana. No caso examinado, a for¢a € compativel com uma

energia potencial com um termo ndao-Newtoniano do tipo de Yukawa.

Efeitos ndao-Newtonianos mais gerais podem ser obtidos por meio do formalismo de-

senvolvido, bastando para isso que escolhas diferentes da que foi feita em (6.3) sejam feitas

para f(r, Go).

Como perspectivas futuras, elencamos as seguintes: (i) ampliar o estudo realizado
aqui para as teorias escalares-tensoriais gerais, nas quais ®(¢), (ii) investigar desvios da forca

gravitacional Newtoniana que ndo sejam devidos ao potencial do tipo de Yukawa.
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APENDICES

APENDICE A - Tensor de Ricci para a Métrica de Schwarzschild

Vamos calcular as componentes do tensor de Ricci:

Roo =T0,6 — 00+ Fgoffé‘a - Fgargo

| | 0 L 2 3
Roo =T 0,1 + ool 1o — rgorﬁo ~Toy Fpo— FgZFﬁO B F§3FBO

/
(e #1Y 4+ Tl + ThaTy + Tl + Tl ~ Tl ~ T Thy

1
Roo = v//e(vfk)_{_e(vfl)v/ v — A —l—Fl r _|_1—~2 _|_1—~3 19
2 00 11 12 13 01

1 2 1 2 1 2 v/
RO() = Ee(v ) [VH + Vl (V/ — A‘l):| + Ee(v )V/ l:ill + ; — E:|

|
Roo = Ee(v A)

" 2 It
vi+vi — VA
* + 2 r 2

VIAL 2V v’2]

RV X 2v’]
+__ PR

1
R — L, (v=1)
00 = 7€ Vit T



60

Rm:ew4>2_+7+_4w_zq. (1)

E também,

Ry = 1—‘?tl,oc - 1—‘?toc,l + 1—‘[1311—‘103605 - 1—‘llsocl—‘gl

i 0 i 2 3 i 0 | 2 3
Ry =Ty 1 =T — Ty =Ty =Tz T — F[form —F?IF[H —Fle“ﬁl —F@Fﬁl

2 2
Rll = _F(I)O,l —F%L] _F%371 +F}]F(1)O+ (F%l) +F%1F%2+F%lr?3 _F(l)Orgl - (F%l) _1—‘%21—%1 _F%:Sl—%l

P GO ¥ S 2
R N T R R
v// }‘/ /
R11:_7+7+—(7L’—v’). (2)

A componente R, € dada por

Ry = ng,a - Fga,z + ngrga - Fgargz

Ry =Tp 1 — 335+l e — Fgor%z -1}, gy~ ngrfaz - FgJ?sz

| 3 |0, ol ol 12 ol 3 2l |2 33
Ry =12y 1 =153 + 1010 + 101 + 101 + 15013 = 17515, =TI, — 15313,
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2V P

Rpn=—e*+re ) — (cotgh) , —re” et - cotg?0
Ry = —e M+ re_;l’ — re_; 4 + cossec’O — cotg20
Ry = —e"l+? (A =Vv)+1
Rpp=—e 1=+ 2 (V=2)]. 3)

A componente R33, por sua vez, é

R33 = Fg%,a - ngaﬁ + 1_‘3ﬁ3r‘goc - Fgarg3

Ry3 =T331 + 33, + Tl g + T35 — Fgor(ﬁ)3 - F’Elrzﬁ - ngl“fB - F§3Ffi3

| 2 10 il i el 3 23 el 32 3 23
R33 =T1733 1 +133 5+ 13300+ 1330 | + 1331 + 13315+ 133153 — 1751133 = 13,1 53 = 13313 — 133153

v/ A
R33 = —e *sen’0 + re *A'sen*0 — cos 20 +sen’6 — re Esenze —re Esenze +sen6 cos Ocotgh

re *sen’0

Ry3 = —e *sen®6 +re * A'sen®6 — cos 26 + sen’6 — 7

(V'+1)+ cos 26
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vt
R33 = —¢ *sen’0 {1 —rA + % + % - e’l]

R33 = —e tsen’0 [1 — et -l-% (v/—ﬂt’)]

R33 = Rzzsenze. “4)

Esse resultado demonstra que a componente R33 ndo € independente. As demais componentes,

Ro1, Ro2, Ro3, Ri2, R13 € Ry3, sdo nulas.
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APENDICE B - Tensor de Ricci para g,y (1)

O cilculo das componentes de R,y nos da:

/! / /

v vy
Rog=elV™") {7 + " + 1 (v - W)] +F80,0 - F8070 - lﬂ(l)l,o +T0006, — T0aT 60 — Toal

Rop = V™) [7 +—+ ‘j: (v — ”)] - F(1)1,0 + (F80)2 +T%T 01 —TooT 00 — (F(ln)z

i / /

o[V vy 2
R =8 [ Y 0] T - ()

" / / l 7L A
Rop = eV [v?+v7+vz(vl—7t')]——+v———. (5)

7 A{/ v/
R = [_7 +—+ 7 (A= V/)} + 1010+ 171185 —T16l8) — el
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2

v Y 1 N
Riv—= |—— o2 o (— 2 (A=) _ AN
1 {2+ +4(7L v)]+2e A —Av+ ===

2
A Av
= | (6)

* 4

R>; e R33 ndo se alteram em relacdo a expressdao formal obtida no apéndice anterior,

permanecendo:

Rpp=—e 1=+ 2 (vV=2)]. (7)

R33 = sen’ OR>. (8

As componentes Ry, Ro3, Ri2, R13 € Ry3 continuam sendo nulas. Mas, vejamos como

fica Ryy:

_ 10 1 0 1 0 o 1 ra 0 o 1 o
Rot =T 0+T01,1 —To01 —Tor1 +T0i10a T Lol —Toal 01 —Toal 11

0 | 0 | 010 10l Ll 0 il | 12
Rot = To10+T011—Too1 —Tor1+Toiloo +ToiTor +Loilo + Lol 2001

00 10l 1 10 .
—Loolo1 —To1lor —Tool 11 —Toul'ny

0 0 ) I 0 !
Ro1 =110 —T001 + 200112 — ool 1 + Lo



65

€))
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APENDICE C - Tensor de Ricci para a Métrica Geral

Calculando a componente Ry, temos

Roo = 1—‘8‘0,oc - F(?OC,O + Fgorga - Fgargo
_rl 1 B 10 B 11 B 2 B 13
Roo = Tgo,1 + ool e — Lol g0 — To1Tgo — Loal g0 — TosT po

/
)
Roo = <€ v )V/> + Tl + ool 11 +Tool T2 + ool 3 — ool %o — 01 TG0

| =

Rop = (v”e("—’l) +e' M (V- l')) +Tgo (Thy + T + T35 —Toy)

| =

/ !/ !/
Ry = %e(vk) V'+v (VI =1)] +%e(vmv’ {11’ F + Py }

1 2 VAL 2FY VP
Ron — —eV=2) [y Ly A/ .
00 =3¢ * T T E T
2
vl VA 2FY
Roo — — (v=21) v// vy
00 = 75¢ to T TF
v// vl F/v/
Ryo=eV M |-+ (v -2 : 10
00 =¢e 5 +4( )+ 7 (10)

Por sua vez, a componente Ry €

Ry =T% o~ T, + T T%, — 7 I
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Ry = r}l,l _F(I)O,l _F%l,l _F%Z,l —F%3,1 +T1, I, _Flfor& —F[fll“}n

B 2 B 13
_F12FB1 _F13r/31

0 2 3 1 10 N o2 4t e
Ry = —Tjo1—Tioy —Tis+Tlie+ (Thy) "+ T+ T

0 10 13\2 2 2 3 3
—ol o — (1“11) =I5 —I515,

V! F\' Ay F'A v/2 F! 2
Riji=——-2— e
H <F) I T (F)

v 2F" AV F'A v/2
> T F T YR T a (h

Também, encontra-se a componente Ro;:

Ryy =TS o~ TS+ Tyl —T5, I
Ry = Féll - 13372 +T0Iy — Fgorgz - F§1F[132 - ngrlzsz - F§3F?32

1 3 10 ol il 12l 3 2l | 2 133
Rap =T 1 =T33 0 #1500 + 100y + 1ol + 15515 =191 — ol — 15315,

!

! v/ A
Ry = (—FF’e’l) — (cotgh) , —FF’e*l.g —FF’e*l.? — cotg?6
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/ v/ 2’/
Ry =—(FF) e * —FF <e_l> + cossec’0 —FF’e_’l.E —FF'e_’l.? —cotg?

/ /

A %
Ryp=—F e *—FF'e*+FF Ve — FF’e*l.7 - FF’e*l.E +1

A v/
Ryp=-—F e *—FF' e +FFlet S FFleh 211, (12)

A componente R33 pode ser escrita em termos de R;», ou seja, ndo € uma componente indepen-

dente. As componentes Ry, Roz, Ro3, R12, R13 € Ry3 sdo nulas.
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APENDICE D - Sistema de Equacdes

Consideremos as equacdes de campo

(V' =)+ — =0, (13)

v// 2F// A//V/ F/A// Vv

- — =0 14
2 F + 4 * F 4 ’ (14
L F” F*  F! / ) 1
- - R _ —_ — — —= U. 1
e F+F2+2F(v A" 75 =0 15)
Somando-se (13) e (14), tem-se
F/v/ 2F// F/A,/
_ —+ =0
F F F
F/v/ F// F,A//
-1
_ =0. 1
¢ {21«“ F T oF } 0 (16)

Agora, Fazendo-se (15)—(16), vem que

a F// F'/2 F/v/ F/A,/ F/v/ F// F/A,/ 1
e -+ =t — — +—=— = = 0
F F 2F 2F 2F F 2F F
2F" F*OFA| 1
-1
A E— ) 17
“|'F TF2TF | P2 (7
Prosseguindo, vamos calcular (15)4(16):
2 F// _I_ F‘/2 _I_ F/v/ F/A// + F/v/ F// _I_ F/A// 1 O
e o5 _ _ T -
F F? 2F 2F 2F F 2F F?
F* FVv] 1
"y .
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Finalmente, fagamos (13)—(14), obtendo

v/,+v’2 7L’v’+F’v’+2F” AV F’7L’+v _0
4 4 F F 4 F 4

2T -v) =0 (19)

As equacdes (17), (18) e (19) formam o sistema desejado.



APENDICE E - Verificagdo de Equacio
Consideremos a equagao

PNV YAVAN) O o
Vit — — -0

2 2+F F

!
Sabendo que F” = F’ @, obtemos imediatamente que

L, oV VI 2F" N\ 2F" F'(2F" \ F
Vit —V )+ V) +

F/

/2 B /F” 2F// B 2F// F/ , F/ ,

F’ F F F F

F// 2F/
vViev vV — 4+ ) =0.
+ 7 + 7

Por outro lado, sabemos que v = In (1 + %) Entao,

/

VL i
(F+ay)F

v aF" +(XOFI[F/F+(F—|—0£0)F/]

(A" =Vv')=0.

(F+o)F (F—l—Ot())ze

+—=Vv+—=v =0

2 2
v apF" ooF’ n ooF’ (F+OCO)

(F+%ﬂﬁXF+%ﬁF (F + ap)* F?

71

(20)

21

(22)

(23)
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F// F/2 F/2
V= _ (0%)] I 0% —+ (0] . (24)
(F+ao)F  (F+o)*F (F+ao)F

Levando (23) e (24) em (22), obtém-se

2

ooF” N aoF N aoF" N OtgF’2 wF" 20pF" _
(F+o)F  (F+o)’F (F+o)F? (F+a)*F2 (F+oao)F (F+op)F?

aoF" o F" N OtgF’2 0
(Frog)’F (F+oo)F2 ' (Ftop)F?

F" F” F’
_ + 0{0 — 0

(F+o)’F (F+ao)F*  (F+ap)’F?

72 2

F°F F ooF"

_ + =0
(F+a) Ftoo  (F+a)’

72 P2 2
F'F—F (F+op)+aF =0

72 P2 P2 72
F'F—F F—F oyt+oF =0

0=0,

0 que mostra que as solugdes para A e v dadas em (21) e (23) satisfazem identicamente a

equacao (20).



