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RESUMO

Penso que podemos dizer que a grande maioria dos pesquisadores em fisica, particularmente os
que trabalham com a interagdo gravitacional, sdo além de pesquisadores, também professores.
De tal modo que lidar com o estudo do universo, bem como o tratamento com pessoas diversas,
pelo professor, sdo tarefas equivalentemente complicadas. Uma caracteristica que envolve um
grande nimero de pessoas € o fato do que constitui em suas melhores qualidades, podem também

enredar os seus defeitos.

Assim, acontece com o modelo de FRW (Friedmann-Robertson-Walker), o que em principio é

uma qualidade, por outro lado, também pode ser um defeito, a isotropia.

O objetivo final deste trabalho considera um modelo que € anisotropico, o de Kantowski-Sachs.
Os modelos anisotrépicos podem ser uteis no estudo de campos magnéticos globais, incluir

rotacdo, e ainda representar modos anisotropicos.

Veremos, em nosso estudo, que a formacao de singularidade, adquire caracteristicas peculiares

em se tratando de um modelo anisotrépico.

Podemos ver, na literatura especializada, que modelos anisotrépicos nao sdo levados em conta
para caracterizar o universo atual, todavia, como estamos abordando o processo de colapso

gravitacional a estdria € outra.

Resumindo, trataremos do processo de integracao das equacdes de campo da teoria da relatividade
geral considerando o espago-métrico de Kantowski-Sachs, abordando o processo de colapso

gravitacional.

Palavras-Chaves: Modelo de Kantowski-Sachs, colapso gravitacional, solu¢dao de Schwarzs-
child, métrica FLRW.



ABSTRACT

I think we can say that the vast majority of researchers in physics, particularly those working
with gravitational interaction, are beyond researchers as well as teachers. In such a way that to
deal with the study of the universe as well as the treatment with diverse people by the professor

are equivalently tasks complicated.

A feature that involves a large number of people is the fact of what constitutes their best qualities,
they can also entangle their defects. This is the case with the FRW (Friedmann-Robertson-

Walker) model, which in principle is a quality, on the other hand it is also defect, isotropy.

Anisotropic models can be useful in the study of global magnetic fields, include rotation, and

still represent anisotropic modes.

We will see in our study that the formation of singularities acquires peculiar characteristics in

the case of an anisotropic model.

We can see in the specialized literature that anisotropic models are not taken into account to
characterize the current universe, however as we are approaching the process of gravitational

collapse the story is different.

In short, we will deal with the process of integrating the field equations of general relativity
theory by considering Kantowski-Sachs metric space, approaching the process of gravitational

collapse.

KeyWords: Kantowski-Sachs model, gravitational collapse, Schwarzschild solution, FLRW

metric.
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1 INTRODUCAO

Presentemente, a teoria da relatividade geral (TRG) e a interag¢do gravitacional nos da a nitida
impressao de uma teoria feita sob medida para tratar a gravidade. Assim, podemos dizer que a
aplicacdo da TRG a cosmologia, e a dindmica estelar, constituem as duas dreas que sofreram

transformacoes profundas depois de adotados pela TGR.

Quando citamos a dinamica estelar, queremos relatar, mais especificamente, o processo de
colapso gravitacional. Todavia, personificando o estado da evolucdo do universo, € 0 processo
de colapso gravitacional, podemos dizer que estes dois podem ser considerados parentes muito
proximos. Longe de nds estd a drdua tarefa de tracar este paralelo, onde nos restringimos a tao
somente discutir a formulacdo das solu¢des de campo de Einstein, considerando o processo de

colapso gravitacional, fazendo uso do espaco métrico de Kantowski-Sachs.

O nosso trabalho divide-se nas seguintes etapas:

e Vamos discutir espacos maximamente simétricos, onde colocamos os dois exemplos mais
populares: O modelo de Schwarzschild e o modelo de Friedmann. Em particular, para
o modelo de integracao das equagdes de campo de um modo unificado e que servird de

subsidio para o caso Kantowski-Sachs.

e Posteriormente, vamos adentrar pelo espago-tempo de Kantowski-Sachs, descrevendo em
linhas gerais o que j4 existe na literatura. Nesta mesma parte, também colocamos 0s nossos
célculos e consideragdes do processo de colapso gravitacional usando Kantowski-Sachs,

até o ponto que nos foi possivel alcangar durante pouco mais de um ano de trabalho.

e Por fim, colocaremos de modo simplificado: as perspectivas futuras e uma ou outra

observagdes necessarias.
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2 ESPACOS SIMETRICOS

2.1 INTRODUCAO

Os problemas que envolvam a interagdo gravitacional, de um modo geral, sofrem pela falta de
simetrias envolvidas, o que torna a solug@o das equagdes de Einstein uma tarefa drdua. Todavia,
o estudo de simetrias € importante para, pelo menos, nos guiar no procedimento de integragao
das equacdes de campo. Naturalmente, uma descri¢do covariante das simetrias nos tira do limite

da escolha de um sistema de coordenadas em particular.

Neste capitulo, vamos falar de um processo de espagos maximamente simétricos, seguindo
de perto o livro de Steven Weinberg (WEINBERG, 1972), e colocar os exemplos mais populares
de espacos maximamente simétricos: Solu¢do de Schwarzschild e a solu¢cdo de FRW (Friedmann-
Robertson-Walter).

2.2 ESPACOS MAXIMAMENTE SIMETRICOS

Vamos considerar um espago-tempo descrito por um tensor métrico g, (), e que este passa
de um sistema de coordenadas x — z’. Quando isso ocorre, o tensor métrico g,, passa a ser

9,.,- Todavia, quando o argumento permanece inalterado, € temos

9 (T) = g (), 2.1)

podemos dizer que o tensor métrico € invariante perante a transformacdo de coordenadas

[———

Embora seja muito parecida, a transformacgdo dada pela Eq. (2.1) ndo € igual a transformacao

de um escalar:

F'(2') = F(x). (2.2)

A lei de transformacgdo do tensor métrico perante a mudanca de coordenadas, é dada, por:

P oz 0x°
g,u,u(x ) = o'k nga(x)a (23)
ou similarmente 9 5
x'P oz’ ,
glﬂ/(x) = w amy gpo'(x ) (2.4)

Quando a condi¢ao dada pela Eq. (2.1) € vélida, consequentemente:

0x'? 0x'° ,
g/w(x) = @ngg(x )7 (25)
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e a transformacdo para a qual a Eq. (2.5) € vdlida é chamada uma isometria.

A isometria é uma restricdo muito severa, mas € simplificada considerando o caso especial

de uma transformacao infinitesimal de coordenadas, que vamos denotar pela equagdo:
ot =+ e (x). (2.6)

Consideremos as Eq. (2.5) e a Eq. (2.6), e levando em conta apenas os termos em primeira

ordem em ¢, podemos escrever

oer oev o
0= %x(f) G () + ET(f)gpy(x) + gwx)gngf), 2.7)

a qual pode ser escrita em termos de derivadas covariantes do seguinte modo:

ga;p + gp;a = 0. (28)
A Eq. (2.8) é conhecida por equacgdo de Killing, e £ é conhecido por vetor de Killing da
métrica em questao.

Assim, o problema para encontrar todas as isometrias infinitesimais € correlacionado ao

problema de determinar todos os vetores de Killing de um espaco-tempo.

Trabalhando um pouco mais com a equagdo de Killing, consideremos o comutador de

derivadas covariantes
A
50;,0;# - fa;up; = Rapufx\v (2.9)

e a soma ciclica para o tensor de Riemann

+ R =0. (2.10)

puo

R + R

opp pop

Assim, podemos determinar que qualquer vetor de Killing {,, deve satisfazer

fa;p;u B 50;/%9 + gu;ﬂ;p - fu;p;a + £p;u;o o fp;a;u =0, (2.1D)
ou equivalentemente,
fa;p;u - gasu;p - §M§PZU =0. (2.12)

Logo, a Eq. (2.11) pode ser reescrita:

_ A
§pe = — B35 80 (2.13)
Algumas métricas podem possuir o nimero maximo de vetores de Killing, porém, isso ndo é
o que geralmente ocorre.

Caso tenhamos as condic¢des iniciais, a Eq. (2.13) pode, a principio, ser integrada, o que

naturalmente, depende da métrica.



Capitulo 2. ESPACOS SIMETRICOS 13

Considerando a comutatividade de derivadas covariantes, podemos escrever a relagdo:

fp;u;a;v - £P§IW§U = _R;\cn/g)\;V - R;\wugp;k‘ (2.14)

A Eq. (2.13) ird satisfazer esta condi¢d@o, se e somente se

Rﬁp[u.gksl/ - Rl)/\pugA;U + (Rﬁpu;u - Rz)/\pu;a)é-A - _Ri)\ovg/\;,u - Ri\Lau§P§A' (2.15)

Fazendo uso da equagdo de Killing, a Eq. (2.15) assume a forma

{=R),, 0% + R),,0X — R}, .05 + R}, 6X} ens = { R s — Bipio Jor (2.16)

povu povp opu’v vppto oppsv

Em geral, estas relacdes impdem relacdes lineares entre )., em um dado ponto.

Resumindo, se conhecemos algo sobre os vetores de Killing admitidos por uma métrica,

entdo podemos usar a Eq. (2.16) para aprender algo sobre seu tensor de curvatura.

Note que a existéncia de um determinado nimero de vetores de Killing ndo depende, em

particular, da escolha do sistema de coordenadas.

Os espagos maximamente simétricos sao caracterizados pela curvatura e pelo nimero de auto-
valores da métrica. Usando outras palavras, para dois espacos-tempo maximamente simétricos,
que possuem 0 mesmo nimero de auto-valores, sempre serd possivel realizar uma transformagao
de coordenadas, ligando as duas métricas correspondentes. Esta liberdade nos permite construir

espacos métricos em um sistema de coordenadas especifico, e que seja conveniente.

Observando os coeficientes da relacdo na Eq. (2.16) estes devem possuir uma parte antisimé-

trica nula, ou seja:

—R S+ RN SF— RN P4+ RN SEF=RE S+ RE SA_RF S+ RE SN (2.17)

povp povp opuo vppo povu povp opu®v vppo:

Assim , a Eq. (2.17) com a Eq. (2.16) requerem que:

R . =R

appsv Vpp;o

(2.18)
para espagos-tempo maximamente simétricos.

Um espaco-tempo que € isotrépico em cada ponto, e portanto satisfaz a Eq. (2.17), deve ser

homogéneo e deve também satisfazer a Eq. (2.18).

Para comprovagdo da Eq. (2.18), fazemos uma contracao de k£ com p na Eq. (2.17),

resultando:
A A A A A A A
_NRpo'y + Rpgz/ - Rapl/ + Rl/pa - _del/ + RO’P(SV - RVpdo" (219)
Note que
Ry,, =0, (2.20)
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e que R, € o tensor de Ricci. Logo, N = 4§ é o nimero de dimensdes.

Usando a regra da soma ciclica:
R)x/u/k + R)xk/u/ + R)\Vku = 0; (221)

obtemos:
(N - 1)R>\pal/ = Rupg)\a - Rapgpu- (222)

Fazendo contragcdo de A\ com v, encontramos:
Ryp — NRyp = —R3gop + Riyo, (2.23)

e o tensor de Ricci assume a forma:

1
R,, = Ng(,pRﬁ. (2.24)

Inserindo esta solu¢do na Eq. (2.22), o tensor de curvatura pode ser escrito assim:

R)\
R)\pm/ = ]V(N—>\_1>{gupg/\a - gapg)\l/}- (2.25)

Em um espago-tempo que € isotrépico em cada ponto, as Eq. (2.24) e Eq. (2.25) serdo
vélidas em qualquer parte. Usando a Eq. (2.24) em (R"”_%g’w R)., = 0 (identidade de Bianchi)

temos: 1 1 1
o) -G Y om
ou: .
(% _ %) D m=0 2.27)

Assim, qualquer espaco de trés ou mais dimensdes, no qual a Eq. (2.24) é vélida em qualquer
parte, terd R} constante. Logo, € conveniente introduzir uma constante de curvatura K no lugar
A
de Ry:
R}

_N(N - 1K. (2.28)

Substituindo a Eq. (2.28) na Eq. (2.24), obtemos para o tensor de Ricci e, o tensor de Riemann:

Ryp = —(N —1)Kg,), (2.29)

R/\palx = K(gapg)\l/ - gupguo)u (230)

ou seja, um espacgo com curvatura constante.

Nas proximas duas sessdes vamos considerar dois exemplos bastante populares, os modelos

de Schwarzschild e de Friedmann e que sdo maximamente simétricos.
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2.3 SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

O modelo de Schwarzschild, considera um campo gravitacional estitico, esfericamente
simétrico gerado por um corpo massivo. Pérem, a solugdo é vélida para o espaco exterior ao
corpo massivo, consequentemente, para o vacuo. Trabalharemos a métrica em coordenadas
esféricas, e vamos considerar um sistema de unidades com ¢ = 1. Para um espago estético, com

uma coordenada temporal 2°, vamos assumir as seguintes propriedades:

1) Todas as componentes da métrica sdo independentes da coordenada temporal;

ii) o elemento de linha ds? € invariante sob a transformacgio 2 — —a°.

Cumprir o primeiro critério, ndo significa cumprir o segundo, logo um espago-tempo que
satisfaz a primeira propriedade, ainda quando nao satifaz a segunda, € chamado estaciondrio
(HOBSON; LASENBY, 2006).

O primeiro passo para obtermos as equacdes de campo da teoria da relatividade geral € ter
o elemento de linha, que governa o espago-tempo considerado. De uma forma geral, podemos

escrever o elemento de linha como:

ds® = g, datdz”. (2.31)

Se temos um sistema de coordenadas, onde g, cumpra com o critério (i), € o elemento de
linha ds? cumpra com o segundo, entfo nosso elemento de linha é uma matriz diagonal e pode

ser escrita como:

ds® = B(r)dt* — A(r)dr* — r*d6® — r*sin® 0dg¢°. (2.32)

Na Eq. (2.32), apresentamos uma métrica que contém informac¢do para descrever o espago-
tempo sob as condigdes de simetria esférica e estaticidade; onde B e A sdo fungdes somente da

coordenada radial r.

Vamos escrever as equacoes de campo da teoria da relatividade geral como (WEINBERG,
1972):

G = —81GT,,, (2.33)
onde o tensor de Einstein € dado por:
1
G =R, — §gw,R. (2.34)

A constante de gravitagdo universal € escrita como G, e T}, € o tensor momento-energia no

sistema de unidades que usamos ¢ = 1.
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Para o espaco-tempo de Schwarzschild o conteido material inexiste, temos apenas o campo
gravitacional, tendo em vista que o modelo de Schwarzschild lida com o campo gravitacional

externo ao corpo massivo.

Assim, considerando a métrica dada pela Eq. (2.32), e as equagdes de campo dadas pela Eq.
(2.33), obtemos:

AB B[ 1
AnD (1 _ Z) _o (2.35)
B 1 1
(- = 2
TAB 72 ( A) ’ (2-36)

O processo de integracao resulta:

(2.37)

(2.38)

Neste ponto, faremos uma pequena andlise para determinar o valor da constante C' que
aparece na Eq. (2.37) e na Eq. (2.38). Para isso, vamos considerar uma particula movendo-se
livremente sob a influéncia de uma forca gravitacional. Se usamos um sistema de coordenadas

&% para escrever uma equacdo para o movimento no espago-tempo (WEINBERG, 1972), poderia

ser assim: 26
=0 2.39
dr? ’ (2.39)
onde dr € o tempo préprio que é definido pela expressdo dr? = —1,5dE*dEP. Escrevendo £

como uma fung¢do de x*, sendo este um sistema de coordenadas cartesianas em repouso, a Eq.

d (0™ dy*

— [ ==22_) =0. 2.40

dr (8)(“ dr ) (240)
Desenvolvendo a derivada, e fazendo rearranjos algébricos, podemos expressar a Eq. (2.40)

em termos dos simbolos de Christoffel de segunda espécie (HOBSON; LASENBY, 2006), ou

seja:

(2.39) adquire a forma:

B | o DA
dr? mWodr dr

(2.41)

A Eq. (2.41) é chamada equag¢do do movimento, conhecida também como equacgdo da
geodésica. Aqui vale a pena mencionar que a geodésica € o caminho mais curto entre dois

eventos em um sistema de coordenadas generalizadas. Agora, como a particula move-se num
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o ) d
campo gravitacional fraco, podemos desprezar as componentes da velocidade d_X ficando
T

dt
somente o e a Eq. (2.41) assume a forma:
T

A2y dt\?
(—) = 2.42
dr? + oo (dr) 0, ( )

sendo que desde o inicio temos considerado um campo gravitacional estitico. Entdo, todas as
derivadas de g, 830 nulas, e sob estas condi¢Oes os valores dos simbolos de Christoffel mudam

de tal forma que a Eq. (2.42) assume a forma:

d* 1,090\ [ dt\”
_ A 250 —_ ) =0. 243
dr? + ( 277 8)(”) (dT) 0 ( )

Fazemos agora uma perturbagdo na métrica, ou seja

Guv = N + hul/a

onde |k, | é a perturbagdo considerada. Por conseguinte goo = 700 + hoo, onde oo representa a
componente da métrica do campo fraco. Substituindo esta condi¢do na Eq. (2.43), ficariamos
somente com as componentes (CARROLL, 2004):

2.0
dd t)g - %88];?0 (2.44)
A aceleracdo é definida pelo gradiente do potencial, ou seja @ = —V ¢, e deste modo a Eq.
(2.44) € escrita como: ,
ddt’; —Vv <%) . (2.45)
Comparando com a expressao da aceleracao, temos:
d;;j = -V (2.46)

Evidentemente —V¢ = V(h%) portanto hgy = —2¢ (CARROLL, 2004). Como a métrica

perturbada € goo = 100 + hoo, € sabendo que 799 = —1, temos para ggo:

goo = (=1 +2¢).

O potencial ¢ a grandes distancias do centro de um corpo esférico de massa M adquire o

valor oM
¢=——.

r

Sob esta discussdo se consideramos a condicdo de fronteira » — 0o, teriamos uma métrica
para um espaco-tempo plano (WEINBERG, 1972).
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Resumindo, o campo gravitacional ao lado de fora da distribugdo esférica de matéria, é

governado pela métrica:

oM oMG\ "
ds® = <1 - TG) dt® — (1 - TG) dr? — r?d6? — r?sin? 6dg>. (2.47)

A solugdo proposta por Karl Schwarzschild em 1916 e a tnica solugdo das equagdes de
campo de Einstein que descreve o espaco-tempo no vicuo, fora de um corpo de massa M,
considerado esfericamente simétrico. Ainda que este objeto massivo tenha uma distribuicdo de
massa dependente do tempo, o espago externo € necessariamente estitico, e sua métrica é dada
pela Eq. (2.47). Esta afirmacdo é conhecida como teorema de Birkoff (STEPHANI, 2004).

2.4 OUTROS SISTEMAS DE COORDENADAS

A solucdo de Schwarzschild que escrevemos no final da sessdo anterior (Eq. (2.47)), mostra
que é singularem r = 0, e r = 2M G. Alguns autores consideram que as singularidades atreladas
a um sistema de coordenadas sdao simplesmente o resultado da selecao do sistema de coordenadas
com um dominio restrito de validade (HOBSON; LASENBY, 2006) e por sua vez sem sentido

fisico.

A singularidade na métrica de Schwarzschild poderia ser removida, fazendo apropriadas
transformacdes de coordenadas. Segue-se entdo, uma breve discussdo sobre alguns sistemas de
coordenadas que nos permite reescrever a métrica de Schwarzschild, deixando-nos observar qual

singularidade ainda persiste.

Para a seguinte discussao, assumimos o valor de G = ¢ = 1 na Eq. (2.47), e desta maneira a

métrica € dada por:
oM oM\ !
ds? = (1 — 7) di? — (1 — T) dr? — r2df? — r*sin® Ode>. (2.48)

2.4.1 Coordenadas Eddington-Finkelstein

A ideia por detrds das coordenadas de Eddington-Finkelstein € transformar geodésicas nulas

radiais do tipo "ingoing", em linhas retas.

Para isso, consideramos a mudanga de coordenadas temporal usando a expressao:

t —> E=t+2MIn(r — 2M). (2.49)

Diferenciando a Eq. (2.49) obtemos:

2M
r—2M

dt = dt + dr. (2.50)
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Substituindo este tltimo resultado no elemento de linha de Schwarzschild, obtemos (D’ INVERNO,
1992):

2MY\ - AMY\ - 2M
ds® = (1 — 7) dt? — (7> dtdr — (1 + T) — r2d#* — r?sin® 0do°. (2.51)

A Eq. (2.51) mostra uma solugdo regular no intervalo 0 < r» < 2M. Poderiamos dizer que
a transformacao proposta na Eq. (2.49) estende a gama de coordenadas desde 2M < r < 0o
até 0 < r < oo. Resumindo podemos conjecturar que a singularidade em r» = 2M existente na

métrica dada pela Eq, (2.48) € ficticia, e assim, gerada pelo sistema de coordenadas.

2.4.2 Coordenadas Kruskal

Para esta proposta, comecaremos pela introducao da coodenada nula de avanco v e a coorde-
nada nula de retardo w, determinadas implicitamente através da relacao:
1
5(1} —w) =71+ 2MIn(r —2M). (2.52)
Agora, temos um novo sistema de coordenadas (v, w, 6, ¢), com o qual a Eq. (2.48), torna-se
(D’INVERNO, 1992):
2M
ds* = (1 — —) dvdw — 1r2df* — r? sin® 0d¢?, (2.53)

r

onde r é uma funcdo de v e w.

Se consideramos um espaco em duas dimensdes, onde # = constante e ¢ = constante,

temos uma métrica definida assim:
2M
ds* = (1 — = ) dvdw. (2.54)
r
Consequentemente, para ser conformalmente plano, reescrevemos as coordenadas ¢ e x em
termos das v e w, usando as seguintes definicoes:

1

t= §(v+w),
1
xr = §(v—w),

onde ¢ € a coordenada tipo tempo na solucdo de Schwarzschild (HOBSON; LASENBY, 2006).

Ambas defini¢cdes permitem que a Eq. (2.54) assume a forma:

ds® = (1 — %) (dt* — da®). (2.55)

r

Podemos dispor de uma transformacao adicional para conseguir que o elemento de linha,
expressado na Eq. (2.54) seja reescrito em coordenadas nulas, para que torne-se duplamente

conformalmente plano. Estas coordenadas sao:

v— v ='(v),
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w— w = w'(w),

onde v' e w' sdo arbitrarias, e com o qual o elemento de linha adquire a forma:

2M\ dv dw
d52 = (1 — T) wdw,dvldw/. (256)
Usando as seguintes defini¢oes:
1
t = §(U/ +w'),
© 1
= Q(Ul —w'),

podemos escrever a Eq. (2.54) de uma forma geral:

ds* = F2(',2")(dt"* — dz'). (2.57)

Portanto a escolha de v’ e w’, determinara a forma precisa de um elemento de linha. Para

esta discussao, Kruskal escolheu:

(= eap (5y7) 2.58
v = erp(5-). 2.58)
e
, wv >
= — — . 2.59
w exp <4 i ( )
A coordenada r é considerada como fun¢@o de t' e 2/, determinadas implicitamente pela
equagao:
2 = 2 = —(r = 2M)eap (- 2.60
x (r Jexp 57 (2.60)
onde F' é dada por:
16 M2 —r
F? = — 2.61
(55, o

com o qual o elemento de linha, pode ser expresso na forma:

, 1602

r
ds® = exp (—
r

exp (—m> dz* — 2 sin” 0d¢°. (2.62)

r 16M?
— ) d? —
2M>

Vemos que neste sistema de coordenadas, também a singularidade em » = 2/ € suprimida.

2.4.3 Coordenadas Painlevé-Gullstrand

Por fim, vamos falar um pouco do sistema de coordenadas de Painlevé-Gullstrand que tem
uma utilidade na discussd@o sobre a formagao de horizontes e a eventual massa colapsada. Nosso

ponto de partida neste sistema, serd considerar um tempo T, como o tempo préprio de um



Capitulo 2. ESPACOS SIMETRICOS 21

observador em repouso no infinito, e que experimenta uma queda livre radial. As componentes
quadrivelocidade u* do observador em coordenadas de Schwarzschild, podem ser obtidas pela

resolucdo da equacao da geodésica.

A normalizagdo u“u, = 1, € dada por (FARAONI, 2015):

2
(u”)? (1 — %) - + (u')?. (2.63)

T T

Vamos escrever o vetor de Killing do tipo tempo £ = (%)“, de tal forma que a energia por
unidade de massa £ = £ = —u°€,, é conservada ao longo da geodésica tipo tempo percorrida
m ~
pelas particulas de massa m. Logo, podemos expressar /£ como:

X oM oM
E=—u¢ =—u"-(-) <1 - F) S0 = (1 - 7) n (2.64)

Combinando as equacdes Eq.(2.63) com a Eq. (2.64) temos:

E?=1- =+ (u')?, (2.65)

e dado que o observador esta caindo, significa que ' < 0. Em R — 400, esta relagdo produz:
72 _ U(oo) __ Y

E—l—(m)_l_vgo:%o, (2.66)

onde v, € a velocidade tridimensional no infinito € () € o fator de Lorentz. De forma que,
para este observador, a energia por unidade de massa, pode ser expressado como:
- 1
EF=u = ——. (2.67)
(c0) 2

O tempo 1" de Painlevé-Gullstrand € obtido pela fixagdo de v,y = 0. Com 0 qual obtemos

E=1u"=(1- 2071 ew = —4 /2. Portanto:
1 2M
uu:<1_w,— R,O,O), (2.68)
R

2M

R
Uy = —1, —1_—2_M,O,0 . (269)

R

Isso nos permite escrever u,,:

u, = -V, T = —0,T. (2.70)

Esta propriedade € importante para a introdu¢do do tempo T de Painlevé-Gullstrand. Inte-
grando esta expressdo e combinando com a Eq. (2.69), obtemos 07" = 1, e para o valor de . = 0,
o seguinte resultado:

T =t+ f(R). (2.71)
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2M

Enquanto que, para o valor de ;o = 1, obtemos 0T = (1_2?%> e o resultado para 7" é:

2M
/ V. r A+ (2.72)

Comparando a Eq. (2.71) com a Eq. (2.72) temos:

/oM
T:t+/1 "R, (2.73)

R

Integrando o resultado obtemos:

R
R 1. |Var—1
T=t+4M (/5 + g |F——r||. (2.74)

Da Eq. (2.73), temos que:

IM oM\ !
dt =dT — /== (1 -22)  dR.
7 (%)

Fazendo a substitui¢do na Eq. (2.48), nosso elemento de linha de Schwarzschild, assume a

forma:

oM /2M
ds? (1 — —) dT? — 24/ =——dTdr — dr* — r*d6? — r* sin? fd¢*. (2.75)

r

Podemos observar que a métrica da Eq. (2.75) € regular no valor de » = 20, o qual é
um fato esperado, ja que nosso observador ndo considera esta superficie para que seja especial
(MARTEL; POISSON, 2001). Porém, a métrica continua sendo singular em r = 0.

2.5 MODELO COSMOLOGICO DE FRIEDMANN

Nesta secdo, vamos apresentar uma solugdo para as equacgdes de campo, com uma métrica
que permita descrever a grande escala, o universo, baseando-nos em duas grandes suposicoes:
Isotropia e homogeneidade. A isotropia implica que, para qualquer observador, em qualquer
posicdo, perceberia que o universo mostra as mesmas caracteristicas. Um universo homogéneo
quer dizer que os elementos que o compdem, estdo distribuidos de tal forma que, a densidade em
qualquer direc@o é a mesma. Estas suposi¢Oes estabelecem o principio cosmoldgico, portanto, o
universo ndo tem um centro preferido. A isotropia também implica homogeneidade (HOBSON;
LASENBY, 2006). O principio cosmoldgico € uma hipdtese de que o universo é espacialmente
homogéneo e isotropico (WEINBERG, 1972).
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2.5.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker e a maxima simetria

Considerando o espaco com 3 dimensdes, o tensor de Riemann possui geralmente 6 compo-
nentes. Assim, podemos pensar que seriam necessarias 6 funcdes para especificar as propriedades
geométricas intrinsicas de um espaco com 3 dimensdes. Podemos pensar também, que quanto
menor o nimero de fungdes para caracterizar o espaco em questao, maior serd o nimero de

simetrias envolvidas.

Assim, como tratamos anteriormente na secdo 2.2, um espago que seja maximamente

simétrico € caracterizado por um nimero apenas: a curvatura, que denotamos por /.

O tensor de curvatura de um espaco maximamente simétrico deve, entdo, depender da

constante X e do tensor métrico.

A expressao mais simples que podemos escrever que tenha /K, e as simetrias envolvidas
(HOBSON; LASENBY, 2006), é dada por:

Rijr = K(gikgj — 9a9ik)- (2.76)

O tensor de Ricci € escrito como:

Rjk = gilRijkl
= Kgﬂ<gz‘k9¢z — GuYik)
= K((Sigﬂ - 5llgjk)
= K(gjx — 39;1)
= —2Kgj,

e o escalar de curvatura R, estd dado por:
R =R = -2Ké = —6K.
N3do vamos aqui entrar em detalhes em demasia, todavia na derivacdo de uma métrica
isotropica geral dada por:
do* = B(r)dr* + r?d6? 4 r* sin 0*d¢?, (2.77)

os passos envolvidos, para tal derivacdo, podem ser encontrados na se¢do 14.5 € 9.1 do livro de
Michael Hobson (HOBSON; LASENBY, 2006).

Para que nosso espaco tridimensional seja maximamente simétrico, deve cumprir com a

condicdo:

Rij = _2Kgij'
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Portanto, usaremos as componentes do tensor de Ricci:

_ 1 dB(r)

ftrr = rB(r) dr ’ 2.78)
_ v, r dB()

oo = B(r) L 2B2(r) dr 2.79)

e aplicaremos essa condi¢ao, tendo como resultado:

1 dB(r)
TR 2K B(r), (2.80)
L r 4By 1o 2.81)

2B%(r) dr B(r)

Se integramos a Eq. (2.80), chegamos 4 expressao:

1

B(r) = A— Kr?’

(2.82)

onde A representa uma constante de integracdo. Se substituimos a Eq. (2.82) na Eq. (2.81),

temos:
1— A+ Kr?=Kr?. (2.83)

Evidente que A = 1, de tal forma que o elemento de linha para nosso espaco tridimensional

maximamente simétrico, pode ser escrita como:

dr?

do? = "
g 1 — Kr?

+ r2d6? + r?*sin? 0dg>. (2.84)
Fazendo uso, mais uma vez, das caracteristicas que fundamentam o principio cosmolégico,
ou seja, a homogeneidade e a isotropia, podemos inserir o tempo em nosso espaco métrico

tridimensional através de um fator comum para que mantenhamos as distancias iguais (HOBSON;
LASENBY, 2006). Resumidamente, temos entao:

dr?

2 2 742 2

+ r2dF? + r? sin® 0dgb2) i (2.85)

e
|

dependendo se K € positivo ou negativo. Se introduzimos a coordenada re-dimensionada:

Se assumimos o valor K # 0, podemos definir a varidvel k = e podemos ter k £ 1,

N

7 =|K|r,

a Eq.(2.85), assume a forma:

S2(t)

ds® = Adt? —
K|

2
(1 dl_Q + 72d6? + 77 sin® 9dgz52) : (2.86)
— RT
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Neste ponto, podemos definir o fator de escala re-dimensionado R(t), pela seguinte expres-

sdo:
St) se K # 0,

1|2
S(t) se K =0.

Omitindo o trago da varidvel 7 na Eq. (2.86) e usando a fun¢éo R(t), obtemos o elemento de
linha de Friedmann—Robertson—Walker (FRW) (HOBSON; LASENBY, 2006) na forma usual:

2

1 — kr?

ds® = *dt* — R(t) < + r2df? + r* sin® 0dgb2) : (2.87)

onde k, adquire os valores de —1, 0, +1, dependendo, se a se¢do espacial tem uma curvatura

negativa, zero ou positiva, respectivamente.

2.5.2 Equagdes de campo cosmoldgicas

Comegaremos adotando um sistema de coordenadas coméveis [x|* = (¢, r, 0, ¢) de tal forma

que podemos reescrever a Eq. (2.87) como:

2

.
1—kr?

ds* = dt* — R*(t) ( + 7r2d6? + r* sin? 9d¢2) : (2.88)

Logo, podemos escrever as Eq. (2.33) e Eq. (2.34) na forma (HOBSON; LASENBY, 2006):

1
R, = —k(T,, — §Tgw,), (2.89)

onde 7}, € o tensor momento-energia e 1" = T},

Idealizando, que no universo a matéria apresenta uma forma de fluido perfeito, que é
caracterizado em cada ponto pela densidade p e a pressdo p, temos entao o tensor momento-
energia dado por (HOBSON; LASENBY, 2006):

T = (p + p)u*u” — pg"”. (2.90)

Dado que procuramos solucdes para um universo homogéneo e isotrépico, tanto p como p
devem ser fungdes s6 do tempo cdsmico. Desse modo, a quadrivelocidade do fluido em nosso

sistema de coordenadas coméveis (t,r, 0, ¢), é dada por:
[uﬂ] = (17 Oa Oa 0)7
a qual pode ser escrita como u* = ¢}, de maneira que as componentes da quadrivelocidade sdo:

u' = 9,00 = Guo = (52. (2.91)
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O tensor momento-energia pode ser escrito como:

T = (0 + )00, — PGy (2.92)
e dado que u*u,, = 1, a contra¢do do tensor momento-energia assume a forma:

T=T"=(p+p)—pdi=p—3p. (2.93)

Consequentemente, os termos (7}, — %Tgm,) que aparecem na Eq. (2.89) podem ser reescritos

assim:

1 1
Tow = 5T 9 = (p+ )00y = 5 (0 = D) (2.94)

Com estes resultados, procedemos a obter as componentes ndo nulas dadas pela Eq. (2.89):

1 1
—K(Ty — §T9tt) = —55(/) + 3p),
1 — [36(p — p)] R?
— TM. — —T rr - 2 )
WL = 5 Tr) (1 kr?)
1 1
—k(The — iTgee) = - {5"5@ - P)} R*r?,
1 1 .
—k(Tpy — §Tg¢¢) = — |:§/{(p — p)] R%r%sin? 6.

Usando estes resultados com as componentes do tensor de Ricci, e depois de fazer as

substituicdes necessdrias, temos as equagdes de campo para o modelo de Friedmann:

2R = —g(p +3p)R, (2.95)
R* k&
— — T — . 2-
=g (2.96)

Além das equagdes de Friedmann, temos a equacdo da conservacio da energia:

) d
PR = < [R(p+p)l; (2.97)
ou equivalentemente:
d
75 (pR’) = —3pR>. (2.98)

Considerando que a densidade de energia do universo é dominada pela matéria ndo relativistica,

quer dizer com pressao desprezivel, entdo a Eq. (2.98) resulta:

d
H%(pr") = 0. (2.99)

Integrando a Eq.(2.99), obtemos:
pORS = pR37
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onde o sub-indice (o) refere-se ao tempo inicial.

De um modo geral, a pressdo pode ser escrita pela equagdo de estado:
P = wp, (2.100)

onde w € uma constante. A Eq. (2.98) adquire a forma:

d(PRS) 2
—_ = — 2.101
que reescrevendo, apresenta a relacao:
d(pR?) 3w
= ——dR. 2.102

Integrando a Eq. (2.102), e rearranjando algebricamente os termos, chegamos ao resultado:

p = R3WHD, (2.103)

Usando a Eq. (2.103), podemos estabelecer, para um determinado tempo ¢ = ¢, do universo,

p. = R2“™ | de tal maneira que:
R —3(14w) P
— = . 2.104
(%) ! 2.104)
Para w = % obtemos a relacio:
p X R, caracterizando radiacdo. (2.105)

Parece ser bastante razodvel, dizer que a maior parte do tempo de vida do universo houve o

predominio de matéria nao-relativistica, ou seja, governado pela equacdo

R+ k= ?;)R% (2.106)

e neste caso (w = 0), a densidade de matéria/energia pode ser escrita como:

-3
p R
— == : 2.107
()= () 1o
Por outro lado, podemos escrever a curvatura espacial em termos do parametro de Hubble e

do parametro de desaceleracdo, calculados em um tempo especifico t,, ou seja:

k
7 (2¢. — 1) H?. (2.108)

Naturalmente, temos:

Py = 3 (ﬁ + HQ) . (2.109)
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Considerando a defini¢do da densidade critica

3H2
¢ = 2.110
Pe= oo ( )
Isso nos permite €SCrever:.
Pe _ 9q.. @.111)
Pe

Com o auxilio das Eq. (2.109) e a Eq. (2.111), obtemos as seguintes relacoes (WEINBERG,
1972):

o= (.12, @112
8”?’) = 9g.H?. (2.113)

Consequentemente, as Eq. (2.106) e Eq. (2.107) assumem a forma:

. 2
A R.
(E) _ {1 2q*+2q*(R)]. (2.114)

Reescrevendo a Eq. (2.114), obtemos:

dR
R,

= dtH, [1 —2¢, + 2¢. (%)} . (2.115)

Fazendo a mudanca v = R%, a Eq. (2.115) assume a forma:

1 2¢.] 72
dt = {1 _ 9.+ 2 ] dz. (2.116)
H, T
Integrando, temos:
1 o 2q 2
t = / [1 —2q, + *} dz, (2.117)
H, J, x

onde ¢ = 0, € definido como o tempo quando R << R,.

Seguindo de perto o livro de S. Weinberg (WEINBERG, 1972), vamos considerar trés casos

distintos sob certos aspectos:

CASO A (¢ > 2 k=+1)

Primeiro definimos a varidvel 0 na forma:

1— cosf = (2‘1*_1> R<t>, (2.118)
G« R,

de maneira que, resolvendo a Eq. (2.117), obtemos:

Hit=q [2q. —1]72 [0 —sind]. (2.119)
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Observando a Eq. (2.118), podemos notar onde acontece os valores maximos para R(t),
respectivamente em ¢ = 7 e 6 = (0. Neste caso, o tempo "maximo" ¢,, obtido com Eq. (2.119)

assume a forma:

Hit,, = ¢.(2q. — 1)7% (m —sinm),
H.t, = 7q.(2q.—1)7,
ty = —— e (2.120)

H, (2q, — 1)7

e na Eq. (2.118) fazemos a substitui¢do para o valor de = 7

2, — 1\ R
1—cos = (q > (t),

s R,
1 — -
COS T ( 0 > R
2q. R,
R(t,,) = . 2.121
(tm) 50 1 ( )

Este € o caso comumente chamado de fechado.

CASO B (¢. =1 k=0)

Para este caso, resolvemos a Eq. (2.117), usando o valor de ¢, = %, obtendo:

t =

(R}g))g> : (2.122)
()~ ()

Este resultado é conhecido como o modelo de Einstein-de Sitter.

ou

CASO C 0<qg <3,k=-1

Agora, definiremos a varidvel § = iU, que substituido na Eq. (2.118), junto a identidade

cos(i¥) = cosh ¥, resulta:

qx R

. — R
1 —cosh(i¥) = (M> @

1 —2q,
cosh¥v —1 = ( q)R().

Rt (2.124)
Gx *
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Com este resultado e lembrando que sin(iW) = —isinh ¥, a Eq. (2.119) modificada algebri-

camente, adquire a forma:

Hit=gq (1—2¢.) 2 (sinh ¥ — ). (2.125)

Podemos observar que o fator de escala R(t) incrementa-se sem limite; de maneira que para
t — 00, o resultado é:
R(t _
R e v (1—2¢)7". (2.126)
R, 2
Estes trés casos que acabamos de descrever sdao geralmente discriminados em termos da

curvatura, que pode ser positiva, nula ou positiva.
Na Figura (1) plotamos a evolug@o do fator de escala para estes trés casos.

Na préxima sec¢do faremos uma abordagem, digamos mais "geral", destes trés casos, e que

serd um caminho importante nas solu¢des que obtemos para o espago-tempo de Kantowski-Sachs.

Figura 1 — Evolug@o do fator de escala R(t) das equagdes de Friedmann, parak = —1,k =0e
k= +1.
" ad
N '
. 4
6 | =— k=+1 e
] ==== k=0 / e
5 == k=1 // ot
i /7 __o‘
] // “—‘—
€ ] e e
= — Ve "
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Fonte: O Autor

2.5.3 Modelo de Friedmann Unificado

Até o momento o que temos visto € que o processo de integracdo das equagcdes de campo
de Einstein, além delas préprias, necesitam de mais alguns subsidios para serem integradas.
Especificamente, o tensor energia-momento € a curvatura. Atrelado ao tensor energia-momento

temos que ter adicionalmente, a equagdo de estado.
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Nesta secdo seguiremos bem de perto o trabalho dos professores Mario Assad e Ademir
Lima (ASSAD; LIMA, 1988) para determinarmos uma relacdo geral ou unificada, para a métrica
de Friedmann, dada pela Eq. (2.88).

Adicionalmente, vamos considerar um termo cosmolégico, o que generaliza o trabalho de
Assad e Lima, seguindo de perto agora o trabalho de Perico, Lima e Campos (PERICO; LIMA;
CAMPOS, 2016).

Fazendo uso da métrica dada pela Eq. (2.88), as equacdes de campo de Einstein assumem a

forma )
K(p+ po) = 3% + %’Z, (2.127)
. . 2
=2 (B) - 219

onde p, € a densidade de energia de vacuo dada por 87Gp, = Ay, e pr € pressao total que inclui

a matéria usual mais a pressao correspondente a energia de vacuo.

Naturalmente, em se tratando de um termo cosmolégico com dependéncia temporal, faze-se
necessario admitir uma certa dindmica para a energia de vacuo. Vamos considerar o termo
cosmoldgico dado por:

3p

A=A+ ﬁ(RZ + k), (2.129)

onde o parametro fenomenoldgico (5 é adimensional, e A, é a constante cosmoldgica.
Fazendo uso da equagdo de estado:
D = wp, (2.130)

com w constante, podemos acoplar as equacdes de campo, resultando em uma Gnica equagao
diferencial. Naturalmente, aqui a p € a pressdo termodinadmica usual.

A0(1 + CL))R2 .

RR+ AR? + Ak — 5

0, (2.131)
onde A = —1 + w

A Eq. (2.131) para ser integrada completamente nao € tao simples, embora a primeira integral

seja imediata, resultando:

: R\ %4 Ao R?
RZ=p(=2 —k . 2.132
(R) + 3 ( )

- 2 AoR2 , L e . ~
onde b = (R; + k) — =5~ é uma constante, R?; e R; sdo os valores iniciais para a fun¢do R e

sua derivada.

Como j4 dissemos anteriormente, o processo de colapso gravitacional e a expansao do

universo sao lados diferentes de uma mesma moeda. Assim, at€é mesmo pela razdo que isso



Capitulo 2. ESPACOS SIMETRICOS 32

envolve nossos objetivos futuros, vamos tratar as equagdes de campo para o processo de colapso

gravitacional.

Com isso podemos desprezar a parte da densidade de energia do vacuo associada a Ag
(PERICO; LIMA; CAMPOS, 2016).

Vamos introduzir a varidvel u, dada por:
L/ R\
u=7z (§> . (2.133)
Note que para k£ = ( esta nova varidvel € inutil.

Pois entdo, em termos deste nova variavel u, a Eq. (2.132) assume a forma:

(R,

1+A

onde a constante A = A

Nosso proximo passo € inverter a Eq. (2.134), onde obtemos:

dt (2A-1)
du 2

=

R 2k A (1 — ) e, (2.135)

de maneira que calculando a derivada segunda, podemos escrever:

2
u(l—u)%jL [(1—A)— (g-A) u} 5—2 =0, (2.136)

que € a equacdo diferencial hipergeométrica com parametros a; = 0, ap = % —Aeag=1-—A.

Cujas solugdes sdo dadas por:

13
t(u):cl+02(1—u)%F (1—A,§;§;1—u) , (2.137)
onde ¢; e c5 sdo constantes de integracdo e F'(«v, ag, a3, u) € a fungio gaussiana hipergeométrica
(ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964).

Considerando as condigdes iniciais R;—g) = R; € R;—;,) = 0, denotamos que o tempo de

colapso por ., na Eq. (2.137) assume a forma:

N
LY (B i/ (2.138)
( tc> (Rz) F(3, A1+ A%

onde o tempo de colapso € dado por (PERICO; LIMA; CAMPOS, 2016):

F(1/2, A1+ Asp)

t.=R; :
(1+A)\/ R+ k

(2.139)
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Se consideramos que k& — 0, a Eq. (2.138), assume a forma:

2
R AEET)
o= (1 = t_) , (2.140)
e o tempo de colapso
R 2 2 (2.141)
CRI3(1+w) 3(1+w) ’

Ri

onde H; ' = - |> representa 0 modulo da fungdo de Hubble no inicio do colapso. Podemos

observar que as solucdes sdo as mesmas que obteram (CAMPOS; LIMA, 2012) para o caso

plano.

2.5.4 Solucao unificada para o tempo conforme

Consideremos de novo nosso espago-tempo descrito por uma geometria homogénea e isotro-

pica, cuja métrica € dada por a Eq. (2.88), para a qual submetemos a transformacdo conforme:
dt = R(n)dn, (2.142)

de maneira que a Eq. (2.88), assume a forma:

dr?
1 — kr?

ds* = R*(n) (dn2 - — r?d*0 — r23in20dgb2) : (2.143)

Neste sistema de coordenadas, a equacao diferencial, derivadas das equacdes de campo, e

correspondente a Eq. (2.131), é dada por:
RR"+ (A —1)R*+ kAR? =0, (2.144)

onde R’ = ?9_5’ denota diferenciagdo em relagdo ao tempo conforme.

Introduzindo a transformacao z = R2 a Eq. (2.131), pode ser reescrita como:
2+ kA2 =0, (2.145)

que representa a equagdo diferencial de uma particula sujeita a uma forga linear independente-

mente do valor do parametro w da equacao de estado.

Para o caso k = 0 a Eq. (2.145) mimetiza a equacdo de uma particula livre. Enquanto que,

para k = 1, € similar ao oscilador harmonico simples.

Integrando a Eq. (2.145) obtemos:

D=

R(n) = | e sin(nAVE + ¢3) cos(nAVE + 02)] : (2.146)

onde c; e ¢y s@o constantes de integracao.
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Assumindo condi¢des iniciais convenientes para caracterizar o proceso de colapso, a Eq.

(2.146), adquire a forma:

1/A
R(n) = R, <\/g sin [\/EA (e — n)}) , (2.147)

onde
1 1 k
e — 1 = —=sin" —. 2.148
e == N Th [ b] ( )
representa o tempo de colapso na coordenada conforme.

Vejamos agora o decaimento das equacdes de casos particulares encontrados na literatura

cientifica.

Considerando a Eq. (2.147) e Eq. (2.148), w = 0e = 0, temos que A = 1/2, ¢

Consequentemente
2
1 -
R(n) = Rib {\/;sin {\/E" > "}} , (2.149)

-t = b oin [ VK ) 2.150
e T b= e =N~ NG (2.150)
Vejamos entdo cada caso separadamente:
i) Solucao plana, £ = 0.
Para este caso as Eq. (2.149) e Eq. (2.150) assumem a forma:
Lot (e’ (2.151)
te 2 ’ ’
N2
R(n) = R (770 > ”) . (2.152)
A combinacdo entre estas resulta:
R t. 2
—|=(1-—)3 2.153
( Ri) -t 2.153)
ii) Solucdo fechada k = +1.
Percorrendo os mesmos passos que no caso plano, obtemos:
R;
R(n) = 7(1 + cosn), (2.154)
R; :
te—1t = 7(7r—77—sm77), (2.155)

E por fim, a solugdo hiperbdlica.
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ii1) Solucdo hiperbdlica, k = —1.

Neste caso obtemos:

=

R(n) = i[cosh(nc —n) —1], (2.156)

: [sinh(n. —n) — (1. —n)] (2.157)

w|';01\3|

Resumindo, partindo da solucdo generalizada dada pela Eq. (2.149) e Eq. (2.150) decaimos
nas expressoes usuais para k = 0, +1, —1, que aparecem, por exemplo, no livro de L. Landau
(LANDAU; LIFSHITZ, 1975).
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3 MODELO ANISOTROPICO KANTOWSKI-SACHS

3.1 INTRODUCAO

No inicio desta monografia comecamos estudando os exemplos mais populares para as

equacdes de campo da teoria da relatividade geral: Modelos de Schwarzschild e o de Friedmann.

O primeiro de um modo geral é usado para representar corpos massivos, como por exemplo
estrelas; ja o segundo geralmente dedica-se a decifrar a dindmica do universo a grande escala.
Todavia, em comum, estes dois sdo caracterizados pela homogeneidade e isotropia do espago-

tempo.

Por outro lado, se desejamos incluir um campo magnético global em nosso tensor momento-
energia, de certo terfamos que abandonar o espaco-tempo de Friedmann em termos de um com

caracteristica anisotropica, apenas para citar um exemplo.

Os trabalhos mais antigos que envolvem o espaco-tempo de Kantowski-Sachs (daqui em
diante KS) adotam abordagems diferentes. O ponto de vista pode ser voltado para uma abordagem
matemadtica, como por exemplo (KOMPANEETS; CHERNOV, 1965) e (CONRADI, 1995); ou

usando aspectos fisicos, com um conexao nao muito clara.

Presentemente, o modelo KS tem voltado ao interesse cientifico e tem sido usado em diversos
estudos. No trabalho de Mendez e Henriquez (MENDES; HENRIQUES, 1991) os autores tratam
de um modelo inflacionério, usando o espaco métrico KS; em 2008, Chakraborty e Roy tratam
de um modelo cosmoldgico anisotrépico com G(t) e A(t) (SUBENOY; ANUSUA, 2008). Um
pouco mais tarde, em 2011, Adhav e demais autores (ADHAV et al., 2011) também consideraram

um modelo anisotropico, agora para incluir na discussdo da dindmica universal a energia escura.

Um estudo envolvendo universos de KS considerando a fonte sendo um "Skyrme fluid", apa-
rece em 2015 (PARISI; VILASI, 2015), e neste trabalho existem diversas cita¢des interessantes
de trabalhos feitos dentro da geometria de KS. Ainda sob o ponto de vista cosmoldgico temos o
trabalho de Katore e Hatkar (KATORE; HATKAR, 2016) que lida com um modelo KS na teoria
f(R,T).

Passando agora para o outro lado da moeda, temos o trabalho de Abbas (ABBAS, 2014)
considerando o processo de colapso gravitacional na presenca de um campo magnético, € o de

Maurya e demais autores, que envolve o estudo de modelos anisotrépicos para estrelas compactas
(MAURYA et al., 2015).

Um pouco a parte destas duas linhas podemos também citar o trabalho de Bradley e demais

autores (BRADLEY et al., 2012) envolvendo perturbagdes escalares.
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Ainda que, distanciando-se um pouco de KS, ndo poderiamos deixar de citar o artigo
de Doroshkevich, de 1965, sobre modelo do universo com um campo magnético uniforme
(DOROSHKEVICH, 1965).

Portanto, em nosso caso, pretendemos fazer um estudo envolvendo o processo de integracao
das equagdes de campo de Einstein, considerando o espago-tempo de KS, e tratemos as solucdes
do ponto de vista do processo de colapso gravitacional. Para a solu¢io que encontramos, fazemos

uma introducao do proceso de colapso gravitacional.

3.2 EQUACOES DE CAMPO

Para comecar, vamos escrever a métrica de KS no mesmo formato que no livro do Prof. G.
Ellis (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012), dada por:

ds® = —dt* + A*(t)da* + B*(t)dy* + B*(t) f*(y)dz?, (3.1)
onde A e B sdo fungdes apenas do tempo, e f uma fungdo apenas do .
A fun¢do f pode assumir as formas:

siny
fy) =9 v (3.2)
sinh y,

conforme tenhamos K = +1, 0, —1 respectivamente.

Vamos assumir que o fluido césmico seja perfeito:

T = (p + P)upti + PGy, (3.3)
onde p e p sdo as quantidades usuais para este fluido.

Usando diretamente a métrica dada pela Eq. (3.1), as equagdes de campo, sdao dadas por:

2AB ”\ 1 B2

L) = = 3.4
2B N\ 1 B2

— —— = —-= = 3.5
B AB A

_—_ = _ = - 3.6

B AB a4 "™ (5.6)

onde usamos o GrTensor para o célculo das componentes do tensor de Einstein, e [/ = g—?’;.

Todavia, usando a defini¢do da fungdo f(y), estas equagdes transformam-se, literalmente, nas
equacdes de campo que estao no livro do Prof. G. Ellis (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM,
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2012):
2B B2 K
BE e -
B A AB
E+Z+ZE = —lip, (3.8)
2AB B2 K
B TmEtm TR (3.9)

Na préxima secdo, lidaremos com as solucdes que determinamos, levando em conta o

processo de colapso gravitacional.

3.3 COLAPSO GRAVITACIONAL NO MODELO KANTOWSKI-SACHS

Neste estudo vamos considerar o caso de poeira, levando em conta os trés valores possiveis

para K, ouseja+1,0,—1.
Consequentemente, a Eq. (3.7) assume a forma:

2B B2 K

= b2 5 =0, (3.10)

Esta equacdo pode ser integrada diretamente, porém a solucio nao € explicita

-1 1/2_[B—c1/2K]
Ve B — KB? ¢ tan {K \/clBKBQ}

K + 2K/ !

t=co=* (3.11)

onde c; e ¢y sdo as constantes de integracdo. Entretanto, em nosso caso uma solucao explicita
seria muito bem vinda, tendo em vista que temos um fator de escala adicional a ser determinado

na geometria KS.

Vamos, entdo fazer uma abordagem diferente do problema. Partindo da Eq. (3.10), vamos
aplicar a transformada dt = Bdn, ou seja, uma espécie de tempo conforme para KS. Nesta nova

coordenada temporal a Eq. (3.10) € escrita como:

QB” B/2
B B2

LK =0, (3.12)
onde B’ = 28

on "

Introduzindo a varidvel z = v/B, a Eq. (3.12) assume a forma:

P iy |} (3.13)

E interessante notar que para K = ( temos uma similaridade com a equacdo que governa

o0 movimento de uma particula sem aceleracdo; para K = +1 uma similaridade distinta, agora
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como uma particula realizando um movimento harmoénico simples. Ja tinhamos feito esta

observacao quando tratamos o modelo de Friedmann, mas pensamos ser oportuna a repeti¢ao.

Continuando o processo de integracdo da Eq. (3.12), sendo auxiliado pela Eq. (3.13),

B(n) = {01 sin <§n> + o COS <§n>} , (3.14)

onde c; e ¢y s@o constantes de integracao.

obtemos:

Vamos seguir, de perto, a discussao que fizemos em Friedmann para nos orientar nos passos

seguintes. Assim, a solu¢do dada pela Eq. (3.14) pode ser escrita como:

B(n) = B; {\/b/K sin [g (M = 77)] } : (3.15)

onde, fizemos uso de condi¢des inicias adequadas ao processo de colapso, e B = 0em n = 1.

Escrever a expressdo para o tempo de colapso neste caso € relativamente simples, pois
n=mn=—B=D8e
2 1 K
c — Tl — in~ - 1, 3.16
e =i = " S0 ( b ) (3.16)

onde a constante b = B?H?%, + K, e Hp; € uma funcdo de Hubble referente ao fator de escala
B(n).

Voltando para as equagdes de campo, vamos agora na busca da fungdo A(n), integrando a

equagao: ) ) o
B A AB
S 3.17
ptatasg=" G-17)
onde, naturalmente temos que substituir a Eq. (3.15).
Escrevendo a Eq. (3.17) em termos de 1 obtemos:
B A B 2
4= [ =—o. .1
() o

Podemos obter uma solug@o geral para o fator de escala A(7), substituindo a Eq. (3.15) na

equacao diferencial dada pela Eq. (3.18), resultando:

1/2 1/2
A(n):cl(%) +{(§%€) 1n[F+<F2—1>1/2]—2}, (3.19)

onde c; € ¢, sd0 novas constantes de integracdo, e

F = cos VKD (3.20)

Note que a Eq. (3.19) € valida para K # 0.
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Neste ponto ja podemos adiantar, o que ja dissemos anteriormente, que tanto o que parece
ser uma caracteristica interamente, pode ser também um certo problema. Nos referimos a mezcla
das condicdes inicias entre os fatores de escala A(n) e B(n). Nesse interim pareceu-no ser o

momento propicio para considerarmos cada caso individualmente.

CASOA: K =0

Vamos, entao, comecar discutindo o caso plano. Neste caso a Eq. (3.15) assume a forma:
2

B(n) = Bib—<nc ; ) , (3.21)

onde b = B?H3%,.

Por outro lado, substituimos Eq. (3.21) na Eq. (3.18) obtemos o fator de escala para A(7):

A(n) = er(n)® + (;7—2 (3.22)

Para que tenhamos quantidades adimensionais vamos considerar ¢; = ejbe co = €3/ b/2,

Além disso e; = e; = 1, de tal modo que a Eq. (3.22), pode ser escrita como:

1
A(n) = bn? + —. 3.23
(n) =bn Vo (3.23)

Note que para ¢, = 0, os dois fatores de escala sdo proporcinais a n? e obtemos a solucdo

do modelo de Friedmann, portanto temos o proceso de colapso tanto para A(7) bem como para
B(n).

Em relacdo ao tempo de colapso, usando Eq. (3.15) com K — 0, temos:

V2
fle == B, (324

Nas Figuras (2) e (3) plotamos a evolugdo dos fatores de B(n) e A(n), respectivamente.

Antes de passarmos ao caso K = +1, gostariamos de discutir algumas particularidades do
caso K = 0. Primeiramente, notamos que o fator de escala B(n) colapsa de forma usual e
esperada, para um fator de escala similar ao de Friedmann. No entanto, o fator de escala A(7)
apresenta o que é denominado na literatura de "boucing", que em outras palavras significa que

ndo colapsa. Temos, entdo um ponto de minimo para o fator de escala A(7), que ocorre em:

1
Nvirada = \3/§H 5 (325)
Bi

onde Hp; é o valor inicial da fun¢do de Hubble para o fator de escala B(n).

E interessante notar que se H p; for relativamente grande, o tempo de virada aproxima-se de

zero. Ou seja, o colapso de B(n) é rapido, e praticamente ndo temos o "bouncing".
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Figura 2 — Evolugdo do fator de escala B(7) do modelo KS, para K = 0.
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Fonte: O Autor

Figura 3 — Evolug@o do fator de escala A(7), para o caso K = 0.
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Fonte: O Autor

Por outro lado, se H g; for relativamente pequeno, o colapso de 5, levaria um tempo muito

grande, bem como seria o tempo para que ocorre o "bouncing".

Com um certo cuidado, podemos dizer que o "bouncing"em A(n) sé aparece depois que

B(n) colapsa. Todavia, este ¢ um ponto que desejamos estudar posteriormente.
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CASOB: K =1

Para o caso denominado usualmente de fechado, no que que refere-se ao modelo de Fried-

mann, a Eq. (3.15) pode ser escrita na forma:

B;
B(n) = SH(1+ cos(y — 7)) (3.26)

onde adicionamos, convenientemente, uma fase para que o nosso "Big Bang'"fique bem caracteri-

zado.

Por sua vez, a Eq. (3.19) assume a forma:

A(n)zcl( sinfy — ) )> + e <(77_7T)(1_COS(77—7T))+2sin(77—7r)

1+cos(n—m sin(n — )

> . (3.27)

Na Figura (4) e na Figura (5) mostramos os graficos referentes a estes dois fatores de escala,
e de certa forma podemos ver um corportamento similar em K = 0. Ou seja, B(n) colapsa e

A(n) forma um "bouncing". Naturalmente, desconsiderando suas peculiaridades.

Figura 4 — Evolugio do fator de escala B(n), para o caso K = 1.
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Fonte: O Autor
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Figura 5 — Evolugdo do fator de escala A(7), do modelo KS para K = 1.
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Aqui vamos considerar um gréfico adicional na Figura (6) que envolve:

e fator de escala B(n) para K = +1;

e fator de escala A(n) para K = +1;

e A’(n) para caracterizar o minimo que aparece durante o bouncing, ou A’(n) = %.

Este € um ponto que devemos observar com mais cuidado futuramente, ou seja, a ligagao
entre o tempo de colapso, e o tempo que denominamos de virada, caracterizando o minimo do

"bouncing".
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Figura 6 — Evolugdo dos fatores de escala B(n), A(n) e A’(n) do modelo KS para K = 1.

B(n). A(n), A'(n)

Fonte: O Autor

CASOC: K = -1

Finalmente, para o caso aberto, ou seja, onde K = —1, a Eq. (3.15) assume a forma:

B;
B(n) = 7{00811(% —n) — 1}, (3.28)

onde 7). € o tempo de colapso.

Considerando a Eq. (3.19), para este caso temos:

B sinh(n) n(cosh(n) + 1) — 2sinh(n)
An) = (W) + ¢ < Sinh(7) ) , (3.29)

onde
F' = coshn. (3.30)

Nas Figura (7) e Figura (8) colocamos, respectivamente, os fatores de escala B(n) e A(n)

para o caso K = —1. Notamos a auséncia do "bouncing"no fator de escala A(7), e B(n) colapsa.
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Figura 7 — Evolugdo do fator de escala B(n), do modelo KS para o caso K = —1.
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Fonte: O Autor

Figura 8 — Evolug@o do fator de escala A(n), do modelo KS para o caso K = —1.

A(n)

Fonte: O Autor

3.4 ESCALARES PARA O MODELO KANTOWSKI-SACHS

Neste estudo, nos restringimos ao processo de colapso gravitacional para o modelo de KS,
ndo entrando na discussdo ,0 destino final do processo de colapso, ou seja, na discussao da

conjectura de censura cosmica e formacao de horizontes.
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No entanto, como este serd um objeto de continuidade deste estudo, vamos adiantar um
pouco a questdo, calculando os escalares que sdo importantes para a discussdo futura do tipo de

singularidade que estamos lidando:

- Escalar de Ricci,
- Escalar de Weyl,

- Escalar de Kretschmann.

Para o espaco-tempo KS os escalares de Weyl e Kretschmann assumem expressoes demasia-
damente longas, assim nos restringimos a colocar para cada caso os graficos correspondentes.

Sendo assim, vejamos cada caso:

CASO K =0
O escalar de Ricci para esta caso é dado por:

A P+ 1)
N T s e 631

Enquanto, na Figura (9) e Figura (10) aparecem, respectivamente, os perfis para os escalares

de Weyl e Kretschmann.

Figura 9 — Evolucao do escalar de Weyl do modelo KS, para o caso K = 0.
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Fonte: O Autor
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Figura 10 — Evolugido do escalar de Kretschmann do modelo KS, para o caso K = 0.
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Fonte: O Autor
CASO K = +1

Neste caso escalar de Ricci é dado por:

8
R— .
cosn(2cosn + nsinn +sinn +4) +sinn(1 +n) + 2

(3.32)

Nas Figuras (11) e (12) aparecem, respectivamente, os escalares de Weyl e Kretschmann.

CASO K = -1

Para este caso o escalar de Ricci assume a forma:

8
R = . 3.33
coshn(—2coshn + nsinhn + sinhn + 4) — sinh (1 +7) — 2 63

Enquanto, na Figura (13) e Figura (14) aparecem, respectivamente, os escalares de Weyl e
Kretschmann para o caso K = —1.

E interessante notar que, embora o fator de escala B colapsa, o escalar de Kretschmann nio
aponta a existéncia de singularidade, todavia esta correlacdo tem que ser examinada com mais

cuidado.
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Figura 11 — Evolugdo do escalar de Weyl do modelo KS para K = 1.
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Figura 12 — Evolucédo do escalar de Kretschmann, do modelo KS para K = 1.
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Figura 13 — Evolugdo do escalar de Weyl, do modelo KS para o caso K = —1.
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Figura 14 — Evolugdo do escalar de Kretschmann, do modelo KS para o caso K = —1.
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4 CONCLUSOES

Fizemos, uma abordagem breve de espacos maximamente simétricos, e dois exemplos
que podem ser considerados as mais populares solucdes das equagdes de campo da teoria da
relatividade geral: O modelo de Schwarzschild e o de Friedman. De certo, a médxima simetria
das secdes espaciais, parece-nos indiscutivel, mas pensamos que o envolvimento do tempo ainda

merece uma analise mais detalhada.

Posteriormente, tratamos do modelo de Friedmann com curvatura arbitraria, € um termo
cosmoldégico. Esta parte do trabalho ja foi preparando o terreno para o procedimento que
adotamos na integracdo das equagdes de campo para o modelo KS, bem como o envolvimento

de uma pressdo ndo nula.

Originalmente, o0 modelo KS € o de geometria com K = +1, ou seja, fechado, todavia
adotamos a nomenclatura de modelo KS os que sdo governados pela métrica dada pela Eq. (3.1),

ou seja, com curvatura podendo ser 0, +1 e —1.

Passamos entdo a cuidar do processo de colapso gravitacional, admitindo condic¢des inicias
a tal problema. Tratamos separadamente os casos com K = 41,0, —1. Nos restringimos a
escrever nossas solugdes indicando onde o processo de colapso estaria se efetuando, e onde
ocorreria um "bouncing", que poderiamos interpretar em uma tendéncia ao processo de colapso

que repentinamente ¢ abortado.

Terminamos escrevendo diversos escalares de Ricci, Weyl e Kretschmann. O célculo desses
escalares € que subsidiardo as nossas pretensdes para a continuidade deste trabalho, ou seja:

e Determinar o destino final do processo de colapso.

e Analisar a evolugdo da densidade de fluido durante o processo de colapso.

e Usar a Equacgdo de Raychaudhuri e o escalar de Kretschmann para caracterizar as eventuais

singularidades deste modelo.

e Incluir no tensor momento-energia um campo magnético, para qualificar mais realistica-

mente o processo de colapso gravitacional.
e Refazer o processo de integragdo com pressdo ndo nula.
e Por fim, adicionar um termo cosmoldgico responsdvel pela energia de vacuo de todos os

campos que permeiam o fluido considerado.

Todos estes procedimentos citados, pensamos que tornardo mais evidentes algumas peculiari-

dades que ainda temos que avangar em termos de clareza das suas origens.
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APENDICES



APENDICE A - Componentes Tensoriais usando GrTensor

> grtw(Q;
GRTensorll Version 1.79 (R4)

6 February 2001
Developed by Peter Musgrave, Denis Pollney and Kayll Lake
Copyright 1994-2001 by the authors.
Latest version available from: http://grtensor.phy.queensu.ca/
/home/brisa/grii/metrics

; makeg (KS) ;

Makeg 2.0: GRTensor metric/basis entry utility
To quit makeg, type 'exit' at any prompt.

Do you wish to enter a 1) metric [g(dn,dn)],
2) Tline element [ds],
3) non-holonomic basis [e(1)...e(n)], or
4) NP tetrad [1,n,m,mbar]?

makeg>1;
|[Enter coordinates as a LIST (eg. [t,r,theta,phi]):
makeg>[t,x,y,z];

Is the metric 1) Diagonal, or
2) Symmetric?

7makeg>1;

[Enter g[t,t]:
_makeg>—1;
[Enter g[x,x]:
7makeg>(A(t))A2;
|[Enter gly,y]:
_makeg>(B(t))A2:
[Enter g[z,z]:
_makeg>(B(t)*fCY))A2:

If there are any complex valued coordinates, constants or functions
for this spacetime, please enter them as a SET ( eg. { z, psi } ).

[Complex quantities [default={}]:
makeg>{};

The values you have entered are:
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makeg>0;

d32

Imakeg() completed.

L»

; grcalc(R(dn,dn,dn,dn));

Coordinates = [t, x, y, 7]

-1

0

0

0

Metric:
0 0 0 ]
AD® 0 0
0o B0 0
0 0 BO )]

You may choose to 0) Use the metric WITHOUT saving it,
1) Save the metric as it is,
2) Correct an element of the metric,
3) Re-enter the metric,
4) Add/change constraint equations,
5) Add a text description, or
6) Abandon this metric and return to Maple.

Calculated ds for KS (0.005000 sec.)

Default spacetime= KS

——dt? + A% dx° + K

> grdisplay(R(dn,dn,dn,dn));

For the KS spacetime:
Coordinates
x(up)

x 9= [t x, ¥, 7]
Line element

02 dy® + B )’ dz

Componentes do tensor de Riemann

Calculated detg for KS (0.004000 sec.)
Calculated g(up,up) for KS (0.004000 sec.)
Calculated g(dn,dn,pdn) for KS (0.000000 sec.)
Calculated Chr(dn,dn,dn) for KS (0.005000 sec.)
Calculated R(dn,dn,dn,dn) for KS (0.000000 sec.)

CPU Time = 0.009

2
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For the KS spacetime:

Covariant Riemann
a2
Rixex=-AWD| — AW
dt
a2
Riyey=-BO| — B0
dt
2
d
Rize,= -BO )| — BO
dt

dt

2

dy

>
Componentes do tensor de Ricci

_> grcalc(R(dn,dn));

Calculated Chr(dn,dn,up) for KS (0.004000 sec.)
Calculated R(dn,dn) for KS (0.000000 sec.)

CPU Time = 0.004

_> grdisplay(R(dn,dn));
For the KS spacetime:

Covariant Ricci
R(dn, dn)
2 2
d—z A | Bt + 2 d—2 B(t)| At
dt dt
R, =|| - ,0,0,0
b

A(t) B(t) '

|

Ryyxy= B(t)( d B(t)j A(t)[%tA(t)

d

Ry sy, = -BO7 ) [ < ﬂy)] - B’ f(y)z[

|

szxf=&0ﬂwz[{%ﬂﬁjf“0[7ﬁAm]

d
t

B(t
7 ()]

2
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2
A0 d—A(t) B + 2 iA(t) iB’(t)
dt2 dt dt )
0, ,0,0[,| 0,0, B0
B(t) A fly) [ [
2 2
d d
B | A0 fiy) + B(t)[iBm] (iAm] fn-| <= | Aw
dt dt dt d)/
a 1 da’
—B| A ,01,] 0,0, 0, — B(t)| — B(O | A(8
+( T ()] o fy|,0 oooA(t) fly) (){ 2 ()J o fy)
2 2
d d d d
B(t) | — B(® — A(t - — A(T — B(t Al
. ()[ 4 ()M 2 <>j fy) [ dyzﬂw} <>+( a ()J )
>
Componentes do tensor de Weyl
_> grcalc(C(dn,dn,dn,dn));
Calculated Ricciscalar for KS (0.000000 sec.)
Calculated C(dn,dn,dn,dn) for KS (0.004000 sec.)
CPU Time = 0.004
> grdisplay(C(dn,dn,dn,dn));
For the KS spacetime:
Covariant Weyl
2
d
Crxin= - ———| A®| BO® fn| < a0 —B(r)(iB(r)] [iAmJ fy)
3 B(O)” fy) dt dt dt
a2 a? a0\’
- B0 | S B0 | A0 Ay -| S | Ao+ 73«)} A fiy)
dt dy !
1 2 a’ d d
= — | B(t — A | - B(ty| — B(1) — A1
Covey= gamTor | O ﬂy)( = ()] ()( 2 ()J[ 2 ()] )
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a2 a2 d 2
- B | — B | AWD fy) - | — )| AW + [ — B(t)] A fiy)
dt dy dt
1 2 d° d d
C = B — A(0| - By| =B Z A
tztz= § A0 fy)| B ﬂy)[ e (t)] (t)[ = (t)j [ = (t)] fy)
a2 42 4 2
- BO| — BO| AOfy) - | — )| A + | — BO| A@® fiy)
dat dy dt

Cooo=-—t | aw| B0 Ay o) - mo[ L ao) [ aw )
Xyxy 6 fy) dt2 dt dt

a2 d? a_°
b0 | Lo | aw i -| L A(t)+{73(oj A )
dt dy !

2
1 2( d d 1 2 2 d
C = — B Ay [ — B(t)j A [ —A(t)] + =AD" fiy)" B | — B
Xzxzo g dt dt 6 di?

2 2 2
s XA il 2 | - Law® ? [ Lo - Law? an? an| 2 an
6 dy2 6 dt 6 dr?

2

d
Bo? fy | Bo? | 2= ao | - Bo[ Lo [ L aon) iy
E. dt dt

1
YZYZ 3 A®p

C

2

2 2
d d d
- B — B | A fy) - — fy)| At + [ — B(t)]
dr dy dt

A fly) }
>
Escalar de Ricci

_> grcalc(Ricciscalar);
CPU Time = 0.

> grdisplay(Ricciscalar);
For the KS spacetime:

Ricci scalar
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1 2 d2 d2
R = — 2| BO" fty) — A | + 2 B — B | A fly)
B~ A fly) dt dt

2 2
20 Lao) [ L an) -1 2= il o+ [ 4 B(r)] A fiy)
dt dt dy2 dt
>
Escalar de Weyl

> grcalc(WeylSq);

Calculated C(dn,dn,up,up) for KS (0.008000 sec.)
Calculated WeylSq for KS (0.000000 sec.)

CPU Time = 0.008
_> grdisplay(Weyl1Sq) ;

For the KS spacetime:
Full Contraction of Weyl

2
1

d
Weylsq = ————— | 4| B0’ fn | = Aw| + B(t)[iB(n] [iA(t)j )
3 A% B* fiy) dt dt dt

a2 a2 a_°
+ B(t)[ — B(t)] A() fly) + [ — ﬂ)’)] A() - ( T B(t)j A1) fly) | A2

dt dy
>
Escalar de Kretschmann

_> grcalc(RiemSq) ;

Created definition for R(dn,dn,up,up)

Calculated R(dn,dn,up,up) for KS (0.004000 sec.)
Calculated RiemSq for KS (0.000000 sec.)

CPU Time = 0.019
_> grdisplay(RiemSq) ;

For the KS spacetime:
Full Contraction of Riemann
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2 2 2
d
K=————|4|2 [ 4 B(r)] [iA(t)] B” 9 + AW | < )
AW® BO* fiy) dt dt dy
2 2 4
_240%| ) ﬂy)[ 4 B(t)) + AW ) [ 4 B(t))
dy2 dt dt

d° 4 2 d? 2 2 2
+ —ZA(t) B fiy)” + 2 By A~ BO” fly)

dt dr?
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