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RESUMO

Faremos um estudo considerando que partı́culas materiais são formadas as expensas do
campo gravitacional de uma dimensão extra. Um dos processos que podem explicar o conteúdo
entrópico do universo bem como o aumento da velocidade de expansão foi denominado por
I. Prigogine de “Open system cosmology”. Neste modelo o número de partı́culas no universo
não é conservado, gerando uma pressão negativa responsável pelo processo acelerado de ex-
pansão. Neste estudo vamos implementar uma dimensão adicional ao modelo cosmológico com
produção de partı́culas, com objetivo de tornar mais claro o processo de produção de partı́culas
às custas do campo gravitacional.

Palavras-chave: formação de partı́culas; dimensão extra; aceleração do universo.



ABSTRACT

We study a cosmological model where the number of particles do not conserve in a

spacetime with extra dimensions. The open system cosmological model by I. Prigogine con-

sidered the particle formation at expenses of the gravitational field with intent to explain the

entropic content of the universe, and presently, this model can be an alternative to explain the

accelerated expansion of the universe. We generalize the open system cosmological model in-

cluding an extra dimension and the creation process of particles is due to the compactification

of the extra dimension, evolving for the usual quadri-dimensional spacetime.

Keywords: particle production; extra dimension; acceleration of the universe.
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SUMÁRIO

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 1
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1 INTRODUÇÃO

Um tempo depois que Albert Einstein incluiu nas suas equações de campo a cons-

tante cosmológica (geralmente escrita como Λ) buscando um universo estático, A. Friedmann

apresenta sua solução com expansão. Embora a relação encontrada por A. Friedmann encon-

tra grande resistência de aceitação inclusive pelo próprio Albert Einstein, as observações de E.

Hubble corroboram o universo expansionista de Friedmann.

A. Friedmann encontrou uma solução das equações de campo da relatividade geral

que possuia um caráter dinâmico. Com as observações de E. Hubble, que indicavam o afas-

tamento das galáxias uma das outras, e que a velocidade deste processo era dependente das

distâncias destas galáxias, a tese de um Universo dinâmico ganhou força (HUBBLE, 1929).

Entretanto, anteriormente, Lemaı̂tre já antecipava este resultado (LEMAITRE, 1929). Atual-

mente, encontra-se aberta a discussão de quem cabe a defesa original de um universo dinâmico

(BERGH, 2011) (FABRIS, 2012).

Recentemente, no final do século passado, dois grupos independentes descobrem a ex-

pansão acelerada do universo e surgem os modelos com energia escura para explicar o aumento

de velocidade de expansão do universo (PERLMUTTER, 1999)(RIESS, 1998). Uma das al-

ternativas à inclusão da energia escura para justificar a expansão acelerada é considerar que o

número de partı́culas no universo não se conserva, de tal modo que o tensor momento-energia é

redefinido, aparecendo uma pressão negativa responsável pelo processo acelerado de expansão.

Outros experimentos também indicam a expansão acelerada do universo, dos quais citamos: a

radiação cósmica de fundo de micro-ondas (SPERGEL, 2007); formação de estrutura à grande

escala (SELJAK, 2005); oscilações acústicas de bárions (EISENSTEIN, 2005); e lenteamento

gravitacional (JAIN, 2003).

Por outro lado, é possı́vel que o nosso universo possua mais de quatro dimensões, prin-

cipalmente quando consideramos o estágio primordial da evolução do universo. A contribuição

original neste sentido foi publicada por Kaluza (KALUZA, 1921) e Klein (KLEIN, 1926) pro-

curando a unificação entre as interações eletromagnética e gravitacional.
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A versão moderna desta idéia propõe um espaço-tempo quadridimensional ordinário

e uma dimensão extra compacta. Ainda que o espaço-tempo tenha quatro dimensões, isso por

si só não é suficiente para provar que a dimensão extra seja compacta, ou seja, a dinâmica

de modelos cosmológicos com dimensões extras devem ser estudados. Assim, o cenário ideal

seria a evolução do universo para um espaço-tempo quadridimensional com a concomitante

diminuição da dimensão extra. O que pretendemos estudar é relacionar o processo de colapso

de dimensão extra com a produção de partı́culas materiais, de tal modo que ambos findarão sem

participação na dinâmica do processo. No modelo estudado por I. Prigogine e demais autores, a

criação de matéria é contı́nua e eterna. De tal modo que o espaço-tempo é eternamente acelerado

e produz além de partı́culas, entropia eternamente.

Caso o processo de produção de partı́culas seja adiabático em um universo com di-

mensões extras, uma grande quantidade de entropia será produzida. O termo adiabático em

nosso estudo é entendido como sendo constante a produção de entropia por partı́cula. Natural-

mente, o processo não pode ser eterno, de tal modo que a produção de entropia cessará com

o domı́nio do espaço-tempo quadridimensional usual e colapso da dimensão adicional. Esta

produção de entropia deve ser suficiente para solucionar o problema de planura do universo,

bem como o problema do horizonte, proporcionando um modelo alternativo no paradigma in-

flacionário.

A teoria da relatividade geral passou, e continua passando por vários testes experi-

mentais. De tal modo que, não seria de se estranhar a adoção de correções à teoria da rela-

tividade geral. Neste ponto em particular já existem na literatura diversas sugestões que al-

teram a Teoria da Relatividade Geral. Podemos citar como muito popular nos dias de hoje a

consideração de termos de ordem superior na seção relativı́stica. Por outro lado, a inclusão

de dimensões superiores tem sido levada em conta principalmente no que se trata do uni-

verso em seus primórdios. Originalmente, nos trabalhos de Kaluza e Klein, a inclusão de

uma dimensão extra procura unificar as interações eletromagnética e gravitacional, pois no

espaço quadridimensional usual o quociente entre estas forças e de diversas ordens de grandeza.

Como exemplo podemos considerar um elétron e um próton cujas massas são respectivamente

mp = 1,67×10−27kg e me = 9,11×10−31kg, e separados por uma distância de 5,3×10−11m.

Podemos estimar o quociente entre a força elétrica e a força gravitacional, resultando 2,3×1039.

Para tal, usamos a constante gravitacional G = 6,7×10−11Nm2/kg2, a constante de Coulomb,

k = 9,0× 109Nm2/c2, e consideramos o módulo da carga do elétron como sendo igual à do

próton, ou seja, |e|= 1,6×10−19C.

Naturalmente, quando pensamos em uma variedade, nossa noção intuitiva é de consi-
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derá-la como contı́nua. Embora esta continuidade tenha sido estabelecida até por volta de 10−15

cm (HAWKING, 1999), levar esta propriedade para distâncias ainda menores é no mı́nimo ina-

propriado. Logo, uma variedade que modele o espaço-tempo para regiões tão pequenas deve

estar ligada a uma teoria que estruture de um outro modo o espaço-tempo.

Levar em conta as distâncias por volta de 10−15cm não devem eventualmente afetar a

validade da teoria da relatividade geral, e isso deve acontecer quando estivermos lidando com

densidades da ordem de 1058g/cm3. Assim, chegando ao limite onde a teoria da relatividade

perde sua validade, podemos dizer que possivelmente as equações de campo estão incomple-

tas; ou ainda que é necessário realizar o processo de quantização do espaço-tempo, ou ainda,

determinar uma nova estrutura para a variedade que representa o espaço-tempo.

Não é nosso objetivo tratar especificamente de processos de unificação, mas vamos de

modo muito breve, escrever um pouco da evolução deste processo na fı́sica, digamos moderna.

O desenvolvimento da fı́sica tem passado por diversos processos de unificação. Podemos citar

a eletricidade e o magnetismo que eram tratados como fenômenos fı́sicos independentes. Não

vamos aqui relatar todo o processo de unificação entre a eletricidade e o magnetismo, mas po-

demos citar o final do processo, quando James Clark Maxwell construiu uma série de equações

consistentes com a unificação da eletricidade e magnetismo.

Aproximadamente 100 anos após o processo de unificação de Maxwell, um outro pro-

cesso de unificação foi revelado, tratando da unificação entre as forças eletromagnéticas e as

forças responsáveis pelas chamadas interações fracas.

Em um âmbito diferente da unificação de forças até agora mencionadas podemos con-

siderar a teoria especial da relatividade de Einstein, onde os conceitos de espaço e tempo são

unificados, deixando de serem estruturalmente conceitos fı́sicos diferentes.

Por outro lado, e igualmente revolucionárias, as bases do determinismo newtoniano são

abaladas pelos fundamentos da teoria quântica desenvolvida por Max Planck, Erwin Schrödin-

ger, Werner Heisenberg, Paul Dirac e outros.

Adicionalmente ao desenvolvimento do que presentemente chamamos de fı́sica mo-

derna, podemos considerar como um número de quatro as forças fundamentais da natureza:

temos então a força da gravidade que foi descrita de forma precisa por Isaac Newton e profun-

damente reformulada por Albert Einstein, temos a força eletromagnética que é descrita pelas

equações de Maxwell, que são completamente compatı́veis com a estrutura da teoria da relativi-

dade especial. A responsabilidade pelo processo de decaimento beta é a conhecida força fraca,

no qual um nêutron decai formando um próton, um elétron e um anti-neutrino. Por fim, temos
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a força forte que é responsável pela interação entre os constituintes das partı́culas nucleares.

Atualmente é comum acharmos a expressão força de cor para este tipo de interação.

Enquanto o eletromagnetismo clássico é útil para calcular a transmissão de energia

em linhas de transmissão, este falha totalmente quando se trata de fenômenos microscópicos.

Assim, a versão quântica do eletromagnetismo clássico, a eletrodinâmica quântica, é que deve

ser usada quando estamos no âmbito de processos eletromagnéticos na escala microscópica. Na

eletrodinâmica quântica o fóton aparece como o quantum do campo eletromagnético. Por outro

lado, como a teoria das interações fracas é também uma teoria quantizada de partı́culas, temos

então a teoria quântica eletrofraca que resulta do processo de unificação e quantização da força

eletromagnética e da força fraca. Este processo de unificação foi feito no final dos anos 60 por

S. Weinberg e A. Salam.

Por fim o processo de quantização envolvendo as forças fortes origina a cromodinâmica

quântica. A teoria eletrofraca conjuntamente com a cromodinâmica quântica formam então a

base para o modelo padrão da fı́sica de partı́culas. Embora o número de partı́culas previstas

na teoria seja um tanto quanto grande, não deixa por esta razão de ser uma teoria elegante e

extremamente poderosa. Uma mistura como esta, poder e elegância, não é porém suficiente

para incluir a força gravitacional no processo de unificação.

Embora os efeitos gravitacionais em um mundo microscópico sejam negligenciáveis o

processo de unificação envolvendo a gravitação é essencial para estudarmos a formação do uni-

verso e seus primeiros momentos. Por ora, uma das pistas considerada no processo de unificação

leva em conta teorias com dimensões adicionais, onde a teoria das cordas é a mais popular.

Neste estudo vamos propor uma generalização do modelo com produção de partı́culas

considerando um espaço-tempo com uma dimensão adicional. A dinâmica do processo propõe

um mecanismo para o decaimento da dimensão adicional e a posterior evolução para um espaço-

tempo quadridimensional usual.

Os capı́tulos seguintes são divididos na seguinte forma: No capı́tulo 2 descrevemos em

linhas gerais o modelo cosmológico padrão; no capı́tulo 3 descrevemos brevemente no âmbito

da termodinâmica relativı́stica o processo quadridimensional de produção de partı́culas. Por

fim, no capı́tulo 4 fazemos a generalização do processo de produção de partı́culas considerando

o espaço-tempo com uma dimensão adicional.
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2 MODELO COSMOLÓGICO DE FRIEDMANN

2.1 A GEOMETRIA DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER

As estrelas que estão mais perto de nosso planeta são agrupadas na galáxia denominada

Via Láctea. A Via Láctea pertence a um grupo de galáxias conhecido por Grupo Local, cuja

massa é constituı́da principalmente por nossa galáxia e pela de Andrômeda.

Em uma escala um pouco maior, vemos um centro super gigante de galáxias na Constelação

de Virgo onde está localizado o nosso Grupo Local. Com relação a matéria percebemos que em

pequena escala sua distribuição é irregular, mas quando observamos escalas maiores a unifor-

midade domina.

A temperatura da radiação cósmica de fundo em diferentes direções no céu indica que

o universo é isotrópico em escalas cada vez maiores. Então, se o universo não tem preferência

de centro, a isotropia implicará também a homogeneidade. Embora, o contrário pode não ser

verdadeiro.

O princı́pio de isotropia e homogeneidade é por vezes conhecido como princı́pio de

Copérnico. A validade deste princı́pio é unificada em diferentes tipos de observações. Por

exemplo, podemos citar a contagem do número de galáxias, observação da radiação difusa de

raios-X, e radiação de fundo de raios gama. Entretanto é nas medições da radiação cósmica de

fundo que o prı́ncipio de Copérnico ganha mais força.

O conceito de isotropia aplica-se a um ponto pertencente a uma variedade, e estabelece

que o espaço ao redor deste ponto pareça o mesmo independentemente da direção que se leve em

conta. Por outro lado, a homogeneidade requer que a métrica seja a mesma em toda a variedade.

A princı́pio, não existe uma relação entre homogeneidade e isotropia. Todavia, se um espaço

é isotrópico em todos os pontos, consequentemente será homogêneo. Do mesmo modo, se o

espaço for isotrópico ao redor de um ponto e ao mesmo tempo homogêneo, será isotrópico em

qualquer ponto da variedade. Resumindo, deixando de lado um certo egocentrismo humano,

nós e o nosso planeta não ocupamos o centro do universo.
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Um espaço que seja homogêneo e isotrópico é consequentemente maximamente simétrico.

A isotropia podemos pensar como um invariante por rotações; e a homogeneidade como um in-

variante por translações. Assim, consideramos conjuntamente a homogeneidade e a isotropia

teremos o maior conjunto possı́vel de vetores de Killing.

As observações indicam a validade do princı́pio de Copérnico, porém temos que res-

saltar que assumir este princı́pio para o espaço-tempo não é verdadeiro. Temos sim é a homo-

geneidade e isotropia para espaço em grande escala.

Em nosso estudo vamos admitir que em um determinado momento o universo parece o

mesmo em todas as posições do espaço, e em todas as direções do espaço. Este princı́pio é co-

nhecido por princı́pio cosmológico e estabelece a igualdade entre pontos distintos no universo.

As duas consequências estruturais testáveis do princı́pio cosmológico são a homoge-

neidade e a isotropia.

O princı́pio cosmológico é consistente com a isotropia observada: (i) da distribuição

celeste de rádio galáxias, que estão distribuı́das aleatoriamente por todo o céu; (ii) da estrutura

espacial em grande escala da distribuição de galáxias, que formam uma teia aleatória de clusters

e vazios com cerca de 400 Mps de largura; (iii) a distribuição isotrópica do desvio para o

vermelho observado no espectro de galáxias distantes, o que implica uma expansão uniforme

do espaço ou uma constante de Hubble em (iv) e a radiação cósmica de fundo liberada pela

expansão e resfriamento do Universo primordial, que é constante em todas as direções até uma

parte em 100.000.

2.2 COORDENADAS SÍNCRONAS

As trajetórias de qualquer observador fundamental vão ser parametrizadas pela variável

t, que por sua vez pode ser considerada como o tempo próprio. Para cada observador fundamen-

tal podemos associar um conjunto de coordenadas espaciais (x1,x2,x3) que são constantes para

cada trajetória, as quais denominaremos de coordenadas comóveis. Em outras palavras, para

cada hipersuperfı́cie t = constante a trajetória do observador será ortogonal à hipersuperfı́cie.

Consequentemente podemos escrever o elemento de linha como:

ds2 = c2dt2−gi jdxidx j , (2.1)

onde as componentes gi j são funções das coordenadas (t,x1,x2,x3).

Vamos considerar a trajetória xµ(τ) de um observador fundamental, onde τ é o tempo
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próprio. Assim:

x0 = τ ,x1 = x2 = x3 = constante . (2.2)

Como dxi = 0 temos que ds = cdτ , além do que, naturalmente a quadri-velocidade do observa-

dor fundamental será dada por:

uµ ≡ dxµ

dτ
= (1,0,0,0) . (2.3)

Qualquer vetor que esteja na superfı́cie τ = constante e tenha a forma aµ = (0,a1,a2,a3) pode

ser escrito como:

gµνuµaν = 0 . (2.4)

Consequentemente a quadri-velocidade em coordenadas comóveis é ortogonal à hiper-

superfı́cie definida por t = constante. Por fim, a trajetória definida por (2.2) satisfaz a equação

da geodésica:

d2xµ

dτ2 +Γ
µ

νσ

dxν

dτ

dxσ

dτ
= 0 . (2.5)

2.3 A MÉTRICA DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER

A relação intuitiva do princı́pio cosmológico precisa se torna mais precisa. Em par-

ticular, como se define um determinado tempo na relatividade geral, que seja válido a nı́vel

universal.

Na relatividade geral, o conceito de um momento de tempo é ambı́guo e é substituı́do

pela noção de uma hipersuperfı́cie tridimensional do tipo espaço. Para definir um parâmetro de

tempo que seja válido a nı́vel universal, folheamos o espaço-tempo introduzindo uma série de

não-interseções de hipersuperfı́cies tipo espaço que são rotuladas por algum parâmetro t.

É útil, neste ponto, introduzirmos o conceito idealizado de observadores fundamentais,

os quais não se movimentam com relação ao fluido cosmológico. Um observador fundamental

seria, por exemplo, incapaz de medir um momento de dipolo em suas observações da radiação

cósmica de micro-ondas; um observador com uma velocidade peculiar diferente de zero iria

observar o momento de dipolo, como resultado do efeito Doppler decorrentes do seu movimento

em relação ao fluido cosmológico. Adotando o postulado de Weyl as linhas de mundo tipo

tempo desses observadores formam um feixe, ou congruência, no espaço-tempo que diverge de
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um ponto no (finito ou infinitamente distante) passado ou converge para esse ponto no futuro.

Estas linhas de mundo se que cruzam, exceto possivelmente em um ponto singular no passado

ou futuro, ou ambos. Assim, existe uma única linha de mundo passando por cada ponto (não

singular) do espaço-tempo.

As hipersuperfı́cies, t = constante, podem agora ser naturalmente construı́das de tal

forma que a quadri-velocidade de qualquer observador fundamental seja ortogonal à superfı́cie.

Assim, a superfı́cie que detém a propriedade da simultaneidade do referencial local de Lorentz

coincide localmente com hipersuperfı́cie.

Portanto, cada hipersuperfı́cie pode ser considerada como um elemento de uma rede

formada de todos os referenciais locais de Lorentz de observadores fundamentais.

Vamos agora introduzir os conceitos de homogeneidade e isotropia no espaço-tempo

governado pela métrica (2.1). A homogeneidade indica que todos os pontos de uma hiper-

superfı́cie espacial são equivalentes, enquanto a isotropia indica que todas as direções na hi-

persuperfı́cie são equivalentes para todos os observadores fundamentais. Considerando uma

hipersuperfı́cie em particular a distância entre duas galáxias situadas em (x1,x2,x3) e (x1 +

∆x1,x2 +∆x2,x3 +∆x3) é dada por:

dσ
2 = gi j∆xi

∆x j . (2.6)

Se considerarmos o triângulo formado por três galáxias próximas, em algum tempo t

particular, então a isotropia exige que o triângulo formado por essas galáxias mesmo em algum

momento posterior deve ser similar ao triângulo original. Além disso, a homogeneidade exige

que o fator de ampliação deve ser independente da posição do triângulo no espaço tridimen-

sional. Consequentemente, a função temporal que for inserida na métrica deve ser um fator

comum, ou seja:

ds2 = c2dt2−S2(t)hi jdxidx j , (2.7)

onde S(t) é o fator de escala e hi j são funções só das coordenadas (x1,x2,x3).

Notamos que é prática comum para identificar os observadores fundamentais, associ-

adas a galáxias individuais (que estão a ser assumidas pontuais). No entanto, uma vez que o

fator de ampliação é independente da posição, devemos negligenciar as pequenas velocidades

peculiares de galáxias individuais reais.

Caso consideremos o espaço 3D com coordenadas (x1,x2,x3) homogêneo e isotrópico,
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o tensor de Riemann terá seis componentes independentes; em que cada uma das componentes

será função das cooordenadas (x1,x2,x3). Quanto mais simétrico for o espaço que trabalhamos

menor será o número de funções necessárias. Consequentemente, em espaço que tenha simetria

máxima deve ser caracterizado unicamente por uma constante (K).

Um espaço que possui simetria máxima pode ser definido como possuindo um tensor

de curvatura na forma (HOBSON, 2006)(WEINBERG, 1972):

Ri jkl = K(gikg jl−gilg jk) (2.8)

Neste caso, o tensor de Ricci é dado por:

R jk =−2kg jk , (2.9)

e o escalar de curvatura por:

R =−6k . (2.10)

Podemos verificar diretamente que a métrica dada por:

dσ
2 =

dr2

1− kr2 + r2dθ
2 + r2sen2

θdφ
2 , (2.11)

possui as componentes do tensor de Riemann dada em (2.8).

Observe que essa é a métrica de uma esfera tridimensional embutida em um espaço

euclidiano de quatro dimensões, a qual incorpora o princı́pio cosmológico e o postulado de

Weyl, explicitamente:

ds2 = c2dt2−S2(t)
[

dr2

1−Kr2 + r2(dθ
2 + sen2

θdφ
2)
]
. (2.12)

É usual escrever este elemento de linha de uma forma alternativa em que a arbitrarie-

dade na magnitude K é absorvida pela coordenada radial e o fator de escala.

Assumindo K 6= 0 vamos definir a variável k = K/|K|, de tal forma que k =±1 depen-

dendo se K é positivo ou negativo. Se introduzirmos a coordenada radial:

r̄ = |K|
1
2 r , (2.13)

então a eq. (2.1) torna-se:

ds2 = c2dt2− S2(t)
|K|

[
dr̄2

1− kr̄2 + r̄2(dθ
2 + sen2

θdφ
2)] . (2.14)
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Finalmente, definimos uma função escalar R(t) por:

R(t) =


S(t)

|K|
1
2

se K 6= 0

S(t) se K = 0

Então, tirando o módulo da coordenada radial, obtemos a forma padrão para o elemento

de linha Friedmann-Robertson-Walker (FRW),

ds2 = c2dt2−R2(t)
[

dr2

1− kr2 + r2(dθ
2 + sen2

θdφ
2)
]

, (2.15)

onde k assume os valores −1,0 ou 1, dependendo se a seção espacial tem curvatura negativa,

zero ou positiva, respectivamente.

2.4 AS EQUAÇÕES DE CAMPO COSMOLÓGICAS

Para determinarmos explicitamente o fator de escala R(t), devemos integrar as equações

de campo de Einstein, que são dadas por:

Gµν +Λgµν = κTµν , (2.16)

onde:

Gµν = Rµν −
1
2

gµνR , (2.17)

são as componentes do tensor de Einstein. A constante de gravitação é dada por: κ = 8πG
c4 , e Λ

é o termo cosmológico.

Podemos expressar as equações de campo em uma forma equivalente (HOBSON,

2006)(LANDAU, 1975)(WEINBERG, 1989)

Rµν =−κ

(
Tµν −

1
2

T gµν

)
, (2.18)

onde Tµν é o tensor momento-energia e T é o traço do tensor momento-energia dado por:

T = T µνgµν .

Para integrar estas equações, claramente precisamos de um modelo para o tensor momento-

energia da matéria que preenche o universo. Podemos idealizar o universo e o modelo de matéria

como um fluido macroscópico simples, desprovido de viscosidade, volume - viscoso e proprie-

dades de condutividade de calor. Assim, assumimos um fluido perfeito, que é caracterizado em

cada ponto com sua densidade própria ρ e a pressão p. Neste caso, o tensor momento-energia



11

é dado por (LANDAU, 1975):

T µν =
(

ρ +
p
c2

)
uµuν − pgµν . (2.19)

onde uµ é a quadri-velocidade do fluido. Desde que estejamos procurando soluções para um

universo homogêneo e isotrópico, a densidade ρ e a pressão p devem ser função somente do

tempo.

Para determinarmos a equação de campo cosmológico devemos usar o tensor métrico

(2.15), cujas componentes são dadas por:

g00 = c2 ,

g11 = − R2(t)
1− kr2 , (2.20)

g22 = −R2(t)r2 ,

g33 = −R2(t)r2sen2
θ .

As componentes do tensor de Ricci podem ser calculadas usando a expressão:

Rµν = ∂νΓ
σ
µσ −∂σ Γ

σ
µν +Γ

ρ

µσ Γ
σ
ρν −Γ

ρ

µνΓ
σ
ρσ , (2.21)

onde os sı́mbolos de Christoffel de segunda espécie são dados por:

Γ
σ
µν =

1
2

gσρ(∂νgρµ +∂µgρν −∂ρgµν) . (2.22)

Explicitamente para as componentes da métrica, (2.20), temos para as componentes do tensor

de Ricci:

R00 = R0
000 +R1

010 +R2
020 +R3

030 =
3R̈
R

,

R11 = R0
101 +R1

111 +R2
121 +R3

131 =
−(RR̈+2Ṙ2 +2c2k)c−2

(1− kr2)
, (2.23)

R22 = R0
202 +R1

212 +R2
222 +R3

232 =−(RR̈+2Ṙ2 +2c2k)c−2r2 ,

R33 = R0
303 +R1

313 +R2
323 +R3

333 =−(RR̈+2Ṙ2 +2c2k)c−2r2sen2
θ .

Em um sistema de coordenadas comóveis a quadri-velocidade do fluido é dada por:

[uµ ] = (1,0,0,0) , (2.24)

que podemos escrever como:

uµ = δ
µ

0 . (2.25)
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Assim, o tensor momento-energia é dado por:

Tµν = (ρc2 + p)c2
δ

0
µδ

0
ν − pgµν . (2.26)

consequentemente:

T = ρc2−3p . (2.27)

Considerando na equação (2.18) as componentes de Ricci (Equações (2.23)) e o tensor mo-

mento energia (2.26), podemos escrever as equações de campo cosmológicas para o modelo

cosmológico padrão:

R̈ = −4πG
3

(
ρ +

3p
c2

)
R . (2.28)

Ṙ2 =
8πG

3
ρR2− c2k , (2.29)

onde Ṙ = dR/dt. Estas duas equações diferenciais determinam a evolução do tempo do fator

escalar R(t) e são conhecidas como as equações de campo de Friedmann-Lemaı̂tre. No caso

Λ = 0, elas são frequentemente chamadas simplesmente como as equações de Friedmann.

2.5 EQUAÇÃO DO MOVIMENTO PARA O FLUIDO COS-
MOLÓGICO

Além das equações de campo cosmológicas (2.28) e (2.29), vamos considerar as equações

de conservação do tensor momento-energia dadas por:

5µT µν = 0 , (2.30)

onde o5µ denota a derivada covariante.

Para um sistema de referência comóvel a equação de conservação (2.30), assume a

forma:

ρ̇ +
(

ρ +
p
c2

) 3Ṙ
R

= 0 , (2.31)

Esta equação pode de fato ser derivada diretamente das equações de campo, (2.28) e (2.29),

através da eliminação de R̈. Assim, somente duas das três equações,(2.28), (2.29) e (2.31) são

independentes.
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A equação (2.31) pode ser rearranjada na forma:

d(ρR3)
dt

=
−3pṘR2

c2 . (2.32)

Podemos ainda trocar a variável de t para R, de tal modo que a equação (2.31) assume a forma:

d(ρR3)
dR

=
−3pR2

c2 . (2.33)

De um modo geral o fluido cosmológico é caracterizado por uma equação de estado:

p = ωρc2 , (2.34)

onde o parâmetro ω da equação de estado é uma constante. Portanto, a equação da energia

(2.31) pode então ser escrita como:

d(ρR3)
dR

=−3ωρR2 . (2.35)

cuja integração resulta:

ρ = ρ0

(
R
R0

)−3(1+ω)

, (2.36)

que representa a evolução da densidade ρ como uma função do fator de escala R(t). Em parti-

cular ω = 0, ω = 1
3 e ω =−1 representam respectivamente: poeira, radiação e vácuo.

2.6 OS COMPONENTES DO FLUIDO COSMOLÓGICO

Suponha que o fluido cosmológico seja constituı́do por vários componentes distintos

(por exemplo, matéria, radiação e o vácuo) que não interagem, com exceção através de sua

gravidade mútua. Suponhamos ainda, que cada componente pode ser modelado como um fluido

perfeito.

O tensor momento-energia de um fluido com múltiplos componentes é dado pelo so-

matório:

T µν = ∑
i
(T µν)i , (2.37)

onde i são os diferentes componentes do fluido. Uma vez que cada componente é modelado



14

como um fluido perfeito, temos:

T µν = ∑
i

(
ρi +

pi

c

)
uµuν − (∑

i
pi)gµν . (2.38)

Assim, os multicomponentes de um fluido que podem ser modelados como um único fluido

perfeito, com:

ρ = ∑
i

ρi e p = ∑
i

pi , (2.39)

Além disso, uma vez que estamos supondo que os componentes do fluido não inte-

ragem, a conservação do tensor momento-energia exige que ocorre separadamente para cada

componente, ou seja:

5µ(T µν)i = 0 , (2.40)

Então, cada um dos fluidos obedecem a uma equação de conservação de energia:

ρ̇ +
(

ρ +
p
c2

) 3Ṙ
R

= 0 . (2.41)

cuja integração resulta:

ρi ∝ R−3(1+ωi) . (2.42)

Para ω = 0 estamos lidando com poeira, onde a pressão termodinâmica é nula. Te-

remos radiação para ω = 1/3, e matéria densa (stiff matter) para ω = 1. A introdução da

constante cosmológica pode ser considerada no lado geométrico das equações de campo de

Einstein, porém, atualmente Λ é interpretada como a energia de densidade do vácuo e pode

ser modelada como uma componente adicional ao fluido perfeito. A equação de estado para a

energia de vácuo geralmente utilizada é dada por: P =−ρ .

Explicitamente, podemos escrever a densidade de energia em termos dos seus compo-

nentes por:

ρ(t) = ρm(t)+ρr(t)+ρΛ(t) . (2.43)

De um modo geral considera-se que não há interação entre os componentes cósmicos,

o que pode ser considerado verdadeiro para a maior parte da história do universo.

A matéria bariônica é a usualmente conhecida do nosso dia-a-dia e sua estrutura é en-

tendida como tendo prótons, elétrons e nêutrons. Por outro lado, há já algum tempo temos co-
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nhecimento de uma componente material com estrutura não-bariônica, denominada de matéria

escura. Pelos dados observacionais recentes a matéria bariônica constitui cerca de 3 por cento à

5 por cento do conteúdo universal, e a matéria escura contribui com 25 por cento à 27 por cento.

A necessidade da inclusão de uma matéria não-bariônica vêm da observação de estru-

turas à grande escala, especificamente das curvas de rotação de galáxias. O termo escuro dado

a este tipo de matéria vem de sua fraca interação com campos eletromagnéticos. Além disso,

temos a matéria escura fria (CDM) ou quente (HDM), cuja diferença esta ligada ao fato das

partı́culas constituintes serem relativı́sticas ou não.

No caso de matéria relativista temos uma caracterı́stica diferente do caso material

usual, ou seja, a massa de repouso deste constituinte é desprezı́vel frente a sua energia cinética.

A densidade total de radiação é basicamente constituida por fótons e neutrinos:

ρr(t) = ργ(t)+ρν(t) . (2.44)

onde o sub-escrito γ para fóton e ν indica neutrinos.

Podemos dizer que os fótons são os principais constituintes da energia relativista no

cosmos, de tal modo que a radiação cósmica de fundo pode ser considerada como constituı́da

predominantemente por fótons.

A radiação cósmica de fundo é distribuı́da uniformemente por todo o universo e possui

espectro de corpo negro. Para radiação de corpo negro a densidade do número de fótons é dado

por:

n(ν ,T )dν =
8πν2

(ehν/κT −1)
dν , (2.45)

onde T é a temperatura da radiação e os fótons populem a banda de frequência entre ν e ν +dν .

A energia dada em unidade de frequência pode ser escrita como:

E(ν ,T ) = n(ν ,T )hν . (2.46)

Assim, podemos escrever a densidade de energia de radiação como:

ρr(t) =
∫

∞

0
Edν = aT 4 , (2.47)

onde

a =
4π2k2

60h̄3 (2.48)
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é a constante de Stefan-Boltzmann reduzida.

Do ponto de vista observacional a presente temperatura da radiação cósmica de fundo

é da ordem de: T0 = 2.726K, que corresponde à densidade do número de fótons: nr0 ≈ 4×
108m−3.

Para um tempo arbitrário, a temperatura da radiação cósmica de fundo relaciona-se

com o fator de escala por:

T (t) = T0
R0

R(t)
, (2.49)

ou

T (t) = T0(1+ z) , (2.50)

onde z é o desvio para o vermelho.

Podemos ver que no passado o universo era mais denso e quente do que atualmente.

2.7 OS PARÂMETROS COSMOLÓGICOS

Uma análise breve do que foi feito até o momento aponta para a importância das den-

sidades de energia, e da função de Hubble na evolução do universo. Porém é comum em cos-

mologia fazer uso de quantidades adimensionais. Neste sentido é que definimos o parâmetro de

densidade como:

Ωi(t) =
8πG

3H2(t)
ρi(t) , (2.51)

Presentemente, a cosmologia observacional tem como um dos principais objetivos determinar

os valores atuais para a função de Hubble e para os parâmetros de densidade. Vamos então

considerar os seguintes valores (LAHAV, 2011):

H0 = 73,8±2,4kms−1Mpc−1 ,

Ωm0 = 0,289±0,019 ,

Ωr0 = 2,47×10−5 ,

ΩΛ0 = 0,73±0,03 , (2.52)

Ωb0 = 0,0225±0,0006 ,

Ων0 = 0,05±0,0009 ,
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Constantemente estes valores são atualizados na literatura. Recentemente foram considerados

os seguintes valores medidos pelo Planck (ADE, 2013):

H0 = (67,4±1,4) kms−1Mpc−1 ,

ΩΛ = 0,686±0,020 ,

Ωmh2 = 0,1423±0,0029 .

Usando a definição do parâmetro de densidade podemos reescrever a equações de

campo (2.28) e (2.29) como:

Ωm +Ωr +ΩΛ−
κ

H2R2 = 1 . (2.53)

Definindo o parâmetro de densidade de curvatura como dado por:

−κ

H2R2 , (2.54)

temos, então:

Ωm +Ωr +ΩΛ +Ωκ = 1 , (2.55)

ou simplesmente,

∑Ωi = 1 . (2.56)

Deste modo, podemos escrever a dependência da curvatura espacial do universo em termos dos

constituintes materiais como:

Ωm +Ωr +ΩΛ < 1⇔ curvatura espacial negativa (κ =−1)⇔ universo aberto,

Ωm +Ωr +ΩΛ = 1⇔ curvatura espacial zero (κ = 0)⇔ universo plano,

Ωm +Ωr +ΩΛ > 1⇔ curvatura espacial positiva (κ = 1)⇔ universo fechado.

Os dados observacionais indicam presentemente que o universo é plano, ou ainda,

levemente fechado. Considerando o universo como plano, a quantidade 3H2/8πG usada para

definir o parâmetro de densidade é chamada de densidade crı́tica. Logo, a densidade crı́tica

estabelece o valor necessário da densidade de energia total para que o universo seja plano.

Explicitamente:

ρcrit =
3H2

0
8πG

≈ 9.2×10−27kg/m3 , (2.57)

ρcrit = 5.5 protons/m3 . (2.58)
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Com a introdução das quantidades adimensionais (2.51), vamos reescrever as equações

de campo, (2.28) e (2.29), em termos destes parâmetros:

H2 = H2
0

[
Ωm0

(
R
R0

)−3

+Ωr0

(
R
R0

)−4

+ΩΛ0 +Ωκ0

(
R
R0

)−2
]

, (2.59)

q =
1
2
(Ωm +2Ωr−2ΩΛ) , (2.60)

onde q é o parâmetro de desaceleração, e é definido por: q =− R̈R
Ṙ2 .

Podemos ainda, reescrever (2.59) como:

Ωi = Ωi0

(
H0

H

)2( R
R0

)−3(1+ω)

, (2.61)

onde lembramos que o sub-escrito i refere-se a cada uma das componentes do fluido cósmico

em particular.

2.8 MODELO DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER

Para o universo preenchido somente com poeira, temos que ΩΛ0 = 0, e Ωr0 = 0.

Partindo da equação (2.59) e levando em conta que H = Ṙ
R , podemos reescrevê-la

como:

Ṙ2 = H2
0

[
Ωm0

(
R
R0

)−1

+Ωr0

(
R
R0

)−2

+ΩΛ0

(
R
R0

)2

+1−Ωm0−Ωr0−ΩΛ0

]
, (2.62)

que pode ainda ser reescrita em termos do tempo adimensional τ = H0(t− t0), resultando:(
dR
dτ

)2

= Ωm0

(
R
R0

)−1

+Ωr0

(
R
R0

)−2

+ΩΛ0

(
R
R0

)2

+1−Ωm0−Ωr0−ΩΛ0 . (2.63)

Voltando ao caso de interesse nesta seção, a equação acima assume a forma:

Ṙ2 = H2
0

[
Ωm0

(
R
R0

)−1

+1−Ωm0

]
, (2.64)

que pode ser escrita na forma integral:

t =
1

H0

∫ R
R0

0

[
x

Ωm0 +(1−Ωm0)x

]1/2

dx . (2.65)

Primeiramente vamos escrever o caso Ωm0 = 1.
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A condição Ωm0 = 1 é equivalente a uma constante de curvatura nula, κ = 0. Neste

caso a integração: (
R(t)
R0

)
=
(

3
2

H0t
)2/3

. (2.66)

Esta solução é conhecida como modelo de Einstein-de-Sitter.

Para a constante de curvatura positiva (κ = 1), ou seja, Ω > 1, a integral (2.65) pode

ser calculada fazendo a transformação:

x =
(

Ωm0

Ωm0−1

)
sen2

(
ψ

2

)
, (2.67)

onde o domı́nio do ângulo ψ é [0,π].

A integração é dada na forma paramétrica, e é dada por:

R
R0

=
Ωm0

2(Ωm0−1)
(1− cosψ) , (2.68)

t =
Ωm0

2H0(Ωm0−1)3/2 (ψ− senψ) . (2.69)

Finalmente, considerando a constante de curvatura negativa (κ =−1), ou seja, Ωm0 < 1 vamos

integrar (2.65) realizando a transformação x =
Ωm0

1−Ωm0
senh2(ψ/2),

R
R0

=
Ωm0

2(Ωm0−1)
(coshψ−1) , (2.70)

t =
Ωm0

2H0(1−Ωm0)3/2 (senhψ−ψ) . (2.71)

Por outro lado, se considerarmos nosso universo preenchido apenas com radiação, ou seja,

ΩΛ0 = 0 e Ωm0 = 0, neste caso temos:(
Ṙ
R0

)2

= H2
0

[
Ωr0

(
R
R0

)−2

+1−Ωr0

]
(2.72)

Representando a expressão acima na forma integral temos:

t =
1

H0

∫ R
R0

0

x√
Ωr0 +(1−Ωr0)x2

dx . (2.73)
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Para o caso plano (κ = 0), ou seja, Ωr0 = 1 a integração é imediata e resulta:

R
R0

= (2H0t)1/2 . (2.74)

Para as constantes de curvatura positiva (κ = 1) e negativa (κ = −1), a integração de

(2.65) resulta:

R
R0

= [2H0Ω
1/2
r0 t]1/2

(
1+

1−Ωr0

2Ω
1/2
r0

H0t

)1/2

. (2.75)

Para finalizar esta seção vamos considerar que nosso universo possua tanto matéria bariônica

bem como radiação. Neste caso a equação (2.59) assume a forma:(
Ṙ
R

)2

= H2
0

[
Ωm0

(
R
R0

)−1

+Ωr0

(
R
R0

)−2
]

. (2.76)

Fazendo a troca de variável: y = Ωm0x+Ωr0 , o processo de integração resulta:

H0t =
2

3Ω2
m0

[(
Ωm0

R
R0

+Ωr0

)1/2(
Ωm0

R
R0
−2Ωr0

)
+2Ω

3/2
r0

]
. (2.77)

Embora não possamos escrever uma forma explı́cita para o fator de escala da última

relação, para um universo somente com poeira ou somente com radiação podem ser facilmente

obtidos.
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Figura 2.1: Esquema da evolução do fator de escala normalizado em modelos de Friedmann
espacialmente abertos, fechados e planos.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

Para a feitura dos gráficos acima Figura (2.1) usamos as expressões: (2.70) para k =

-1; (2.66) para k=0 e (2.68) para k = 1.

2.9 MODELO DE SITTER

O modelo de Sitter é um caso especial de um modelo de Lemaı̂tre definido pelos

parâmetros cosmológicos Ωm0 = 0, Ωr0 = 0 e ΩΛ0 = 1. Este modelo é portanto, espacialmente

plano (κ = 0), e a densidade da matéria e radiação são zero. Para o modelo de Sitter, a equação

de campo cosmológica (2.59) é dada por:(
Ṙ
R

)2

= H2
0 . (2.78)

O parâmetro de Hubble H(t) é uma constante e o fator de escala que aumenta exponencialmente

é dado por:

R(t) = e[H0(t−t0)] = e[
√

Λ/3c(t−t0)] , (2.79)

Assim, o modelo de Sitter não tem singularidade no big-bang.
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2.10 A RELAÇÃO DISTÂNCIA-DESVIO PARA O VERME-
LHO

Vamos considerar que uma galáxia emite um fóton em um tempo t e observamos este

mesmo fóton em t0. Podemos definir uma coordenada χ comóvel dada por:

χ =
∫ t0

t

cdt̄
R(t̄)

=
c

R0

∫ z

0

dz̄
H(z̄)

. (2.80)

Podemos reescrever a equação de campo (2.59) em termos do desvio para o vermelho ((1 +

z)−1 = R/R0), onde obtemos:

H2(z) = H2
0 [Ωm0(1+ z)3 +Ωr0(1+ z)4 +ΩΛ0 +Ωr0(1+ z)2] . (2.81)

Substituindo a última relação em (2.80), resulta:

χ(z) =
c

R0H0

∫ z

0

dz̄√
Ωm0(1+ z̄)3 +Ωr0(1+ z̄)4 +ΩΛ0 +Ωκ0(1+ z̄)2

. (2.82)

Fazendo a troca de variável y = (1+ z)−1, obtemos:

χ(z) =
c

R0H0

∫ 1

(1+z)−1

dy
Ωm0y+Ωr0 +Ωr0y4 +Ωκ0y2 . (2.83)

As definições para a distância luminosa e distância angular são dadas respectivamente

por:

dL(z) = R0S(χ(z))(1+ z) , (2.84)

e

dA(z) =
R0

1+ z
S(χ(z)) , (2.85)

onde:

S(χ(z)) =


senχ, para κ = 1

χ, para κ = 0

senhχ, para κ =−1.

Resumindo, com a ajuda das expressões (2.83), (2.84), (2.85), podemos analisar com relativa

facilidade a evolução da distância luminosa e da distância angular com relação ao desvio para

o vermelho.
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2.11 EVOLUÇÃO DOS PARÂMETROS DE DENSIDADE

A maior parte da nossa discussão até agora, têm se concentrado em explorar modelos

cosmológicos com determinadas propriedades fixando os valores das atuais densidades Ωm0 ,

Ωr0 e ΩΛ0 . A partir da definição (2.51), no entanto, é claro que cada uma das densidades é, em

geral, uma função do tempo cósmico t. É, portanto, de interesse investigar a evolução dessas

densidades como o universo se expande.

A partir da (2.51), temos:

Ωi(t) =
8πG

3H2(t)
ρi(t)⇒ Ω̇i =

8πG
3H2

(
ρ̇i−

2Ḣ
H

ρi

)
, (2.86)

onde o ı́ndice i denota m, r ou Λ, e os pontos denotam diferenciação com respeito ao tempo

cósmico t. A partir da equação de movimento (2.31) para um fluido cosmológico, no entanto,

temos:

ρ̇i =−3(1+ωi)Hρi ,

onde escrevemos H = Ṙ/R, e ωi = pi/ρi é o parâmetro da equação de estado para um determi-

nado componente. Assim, (2.86) se torna:

Ω̇i = ΩiH
[

3(1+ωi)+
2Ḣ
H2

]
. (2.87)

Precisamos agora de uma expressão para Ḣ, que é dada por:

Ḣ =
d
dt

(
Ṙ
R

)
=

R̈
R
−
(

Ṙ
R

)2

=
R̈
R
−H2 , (2.88)

e assim podemos escrever,

Ḣ
H2 =

RR̈
Ṙ2 −1 =−(q+1) , (2.89)

onde q é o parâmetro de desaceleração. Substituindo este resultado em (2.87) e usando a expe-

ressão (2.60) para q, obtemos finalmente:

Ω̇i = ΩiH(Ωm +2Ωr−2ΩΛ−1−3ωi) .

Definindo ωi = 0 ,1/3 , −1 respectivamente para a matéria (pó), radiação e vácuo, obtemos:

•
Ω̇m = ΩmH[(Ωm−1)+2Ωr−2ΩΛ] , (2.90)
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•
Ω̇r = ΩrH[Ωm +2(Ωr−1)−2ΩΛ] , (2.91)

•
Ω̇Λ = ΩΛH[Ωm +2Ωr−2(ΩΛ−1)] . (2.92)

Ao dividir estas equações por uma das outras, pode-se remover a dependência entre o

parâmetro de Hubble H e o tempo cósmico t e obter um conjunto de acoplamento de equações

diferenciais de primeira ordem somente nas variáveis Ωm, Ωr e ΩΛ. Portanto, dado algum

ponto geral neste espaço de parâmetros, estas equações definem uma única trajetória que passa

por esse ponto. Como exemplo, vamos considerar o caso em que Ωr = 0. Dividindo-se as duas

equações restantes, em seguida dá:

dΩΛ

dΩm
=

ΩΛ[Ωm−2(ΩΛ−1)]
Ωm[(Ωm−1)−2ΩΛ]

,

que define um conjunto de trajetórias(ou linhas de fluxo) no plano (Ωm, ΩΛ). Esta equação

também realça a importância dos pontos (1,0) e (0,1) neste plano, que atuam como atratores

para as trajetórias (statefinder parameters).

Vejamos um modo mais simples de construirmos as trajetórias no plano (Ωm,ΩΛ).

É muito comum nos referirmos aos parâmetros de densidade atuais, mas não podemos

esquecer que estas são funções, ou ainda, do desvio para o vermelho. Caso desejamos obter a

expressão para o parâmetro de densidade em função do desvio para o vermelho (z) podemos

partir da própria definição, ou seja:

Ωi(z) =
8πGρi(z)
3H2(z)

, (2.93)

onde ρi(z) = ρ0i(1+ z3(1+ω)) e a função de Hubble é dada por(COLES, 2010):

H2
(z) = H2

0 (1+ z)2{Ω0i(1+ z)(1+3ω) +(1−Ω0i)} . (2.94)

Substituindo a expressão da função de Hubble na equação (2.93) obtemos então;

Ωi(z) =
Ω0i(1+ z)(1+3ω)

(1−Ω0i)+Ω0i(1+ z)(1+3ω) . (2.95)

Para exemplificar vamos escrever como seriam as expressões para poeira (ω = 0) e para vácuo

(ω =−1), respectivamente dadas por:

Ωm(z) =
Ωm0(1+ z)

(1−Ωm0)+Ωm0(1+ z)
, (2.96)
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ΩΛ(z) =
ΩΛ0(1+ z)−2

(1−ΩΛ0)+ΩΛ0(1+ z)−2 .

Podemos usar as expressões (2.96) para escrever uma relação direta entre ΩΛ e Ωm:

ΩΛ =
ΩΛ0

{
Ωm(1−Ωm0)
Ωm0(Ωm−1)

}−2

1−ΩΛ0 +ΩΛ0

[
Ωm(1−Ωm0)
Ωm0(Ωm−1)

]−2 , (2.97)

Ωm =
1

1− (1−Ωm0)
Ωm0

√
ΩΛ(1−ΩΛ0)
ΩΛ0(1−ΩΛ)

(2.98)

Com esta expressão podemos construir a série de trajetórias no plano Ωm−ΩΛ(Figura 2.2) e

(Figura 2.3).

Figura 2.2: Evolução dos parâmetros de densidade Ωm e ΩΛ para vários modelos cosmológicos
que passam pelos pontos Ωm0 = 0.3 e ΩΛ0 = 0.2, ...,1.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

Podemos notar o efeito de inserção de uma constante cosmológica diferente de zero na

evolução dos parâmetros de densidade.
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Figura 2.3: Evolução dos parâmetros de densidade Ωm e ΩΛ para vários modelos cosmológicos
que passam pelos pontos ΩΛ0 = 0.7 e Ωm0 = 0.1, ...,1.1.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

2.12 EVOLUÇÃO DA CURVATURA ESPACIAL

Podemos analisar a evolução da curvatura espacial a medida que o universo expande

usando a expressão:

Ωκ = 1−Ωm−Ωr−ΩΛ =− c2κ

H2R2 . (2.99)

Diferenciando a expressão acima em relação ao tempo e fazendo uso das expressões (2.90),

(2.91) e (2.92), encontramos:

Ω̇κ = 2ΩκHq = ΩκH(Ωm +2Ωr−2ΩΛ) , (2.100)

onde q é o parâmetro de desaceleração. Note que, quando ΩΛ = 0, temos:

Ωm +2Ωr > 0 . (2.101)

Consequentemente, se em alguma época em particular da existência do universo a curvatura for

não-nula, rapidamente se distanciará do caso plano. Assim, vemos que a presença da constante

cosmológica produz alterações perceptı́veis. Na presença da constante cosmológica, em algum

tempo especı́fico haverá o domı́nio sobre a matéria e radiação, de tal modo que haverá um

redirecionamento para o caso plano.

A expressão para o parâmetro de densidade de curvatura em termos do desvio para o
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vermelho pode ser escrita como:

Ωκ(z) =
[

H0(1+ z)
H(z)

]2

Ωκ0 . (2.102)

que auxiliada pela expressão

H2(z) = H2
0 [Ωm0(1+ z)3 +Ωr0(1+ z)4 +ΩΛ0 +Ωκ0(1+ z)2] ,

fornece:

Ωκ(z) =
Ωκ0

Ωm0(1+ z)+Ωr0(1+ z)2 +ΩΛ0(1+ z)−2 +Ωκ0

. (2.103)

Podemos notar que, caso presentemente tenhamos um universo que esteja distante da curvatura

nula, para grandes desvios para o vermelho a curvatura irá estar bem próxima do valor nulo.

Em outras palavras, digamos que presentemente o parâmetro de densidade de curva-

tura seja não nulo. Consequentemente, teremos como condição inicial para Ωκ um valor bem

próximo de zero. Esta especificidade do valor inicial para o Ωκ é conhecido como “flatness

problem”.
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3 TERMODINÂMICA E COSMOLOGIA

Nosso universo possui uma considerável quantidade de entropia, principalmente na

forma de radiação de corpo negro. No âmbito da teoria da relatividade geral esta quantidade

universal de entropia dificilmente seria explicada, pois as equações de campo de Einstein são

adiabáticas e reversı́veis.

Baseado neste problema foi que Prigogine e demais autores (PRIGOGINE, 1988),

propuseram um modelo para o universo onde o número de partı́culas não se conserva.

Levando em conta as equações de campo de Einstein acopladas com uma equação da

continuidade de uma fonte de produção de partı́culas, ficaria caracterizado um direcionamento

do processo fı́sico, ou seja, o processo é irreversı́vel.

O processo de produção, segundo o modelo de Prigogine, formaria partı́culas às cus-

tas do campo gravitacional, com criação também de entropia, acoplando deste modo a termo-

dinâmica com a cosmologia.

Por outro lado, no final do século passado a observação de supernovas do tipo Ia apon-

taram para um processo acelerado de expansão do universo (RIESS, 1998)(RIESS, 2004)(PERL-

MUTTER, 1999). Vários são os agentes apontados para a geração deste processo acelerado na

literatura, porém o mais popular é a inclusão de uma constante cosmológica. Embora a adição

de uma constante cosmológica responde adequadamente aos dados observacionais oriundos da

observação de supernovas distantes, surge o problema da diferença da ordem de 10120 refe-

rente ao valor estimado pela teoria quântica de campos para a constante cosmológica e o valor

estimado na cosmologia moderna (WEINBERG, 1989)(GARRIDA, 2001).

Um modo adotado para driblar este problema é considerar não mais uma constante,

mas sim um termo cosmológico com dependência temporal. Ainda que o termo cosmológico

possa ser considerado em qualquer um dos lados das equações de Einstein, presentemente se

prefere considerar o termo cosmológico como sendo parte do tensor momento-energia. O termo

cosmológico contribui ao tensor momento-energia com uma pressão negativa, e este é que seria

o responsável pelo processo de expansão acelerada do universo (CARROL, 2001)(STEIGMAN,
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2009).

Voltando para o tema central de nosso trabalho, o processo irreversı́vel de criação

de partı́culas às custas do campo gravitacional é mais uma opção para se explicar o processo

de expansão acelerada do universo. Considerando-se que o número de partı́culas no universo

não se conserva, gera ao nı́vel do tensor momento-energia uma pressão negativa denominada

pressão de criação, e esta pressão é que então seria a responsável pelo processo de aceleração

do universo.

Nesta seção escrevemos as equações básicas de um universo em que o número de

partı́culas não se conserva.

Assim sendo, usaremos a equação da continuidade na forma:

ṅ
n

+3
Ṙ
R

=
ψ

n
, (3.1)

onde n é a densidade do número de partı́culas, e ψ é a fonte da criação de partı́culas. Como já

dito, a inclusão de produção de partı́culas exige uma redefinição do tensor momento-energia,

de tal modo que as equações de campo de Einstein assumem a forma:

8πGρ = 3
Ṙ2

R2 +3
κ

R2 , (3.2)

8πGPT = −2
R̈
R
− Ṙ2

R2 −
κ

R2 , (3.3)

onde PT é a pressão total do sistema PT = Pth + Pc. Pc denota a pressão de criação e Pth é a

pressão termodinâmica usual.

O espaço-tempo que consideramos é dado por:

ds2 = dt2−R2(t)
(

dr2

1−κr2 + r2dθ
2 + r2sen2(θ)dφ

2
)

. (3.4)

Para detalhes da obtenção de uma expressão para a pressão de criação o leitor poderá con-

sultar (CALVAO, 1992). Todavia, considerando o processo de produção de partı́culas como

adiabática a pressão de criação pode ser escrita como (LIMA, 1996)(CALVAO, 1992)(CAL-

VAO, 1989)(LIMA, 1990):

Pc =−ρ +Pth

3 Ṙ
Rn

ψ . (3.5)

Note que a pressão de criação é negativa, como já foi dito anteriormente, e é esta caracterı́stica

que possibilita a expansão acelerada de um universo com criação de partı́culas.
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Combinando as equações (3.2) e (3.3) e a equação para a pressão de criação (3.5)

podemos escrever uma única equação de campo, que é dada por:

RR̈+
(

3ω +1
2
− 3(ω +1)ψ

2nH

)
Ṙ2 +

(
3ω +1

2
− 3(ω +1)ψ

2nH

)
κ = 0 , (3.6)

onde consideramos também a equação de estado Pth = ωρ .

Nas equações de campo de Einstein aparece ρ , que é a densidade de energia, porém

a fonte de produção de partı́culas vem associada a equação de continuidade para a densidade

do número de partı́culas explicitamente a equação (3.1). Vamos agora determinar uma relação

entre ρ e n (LIMA, 1996). Usando a equação de estado (Pth = ωρ) e a definição para a pressão

de criação Eq. (3.5), a equação de conservação T µν

;ν = 0, resulta:

ρ̇ +3(ρ +Pth +Pc)H = 0 . (3.7)

Com a devida substituição da pressão de criação, a expressão acima assume a forma:

ρ̇ +3(ω +1)ρ
(

1− ψ

3Hn

)
H = 0 . (3.8)

Eliminando a fonte ψ através da equação da continuidade podemos escrever então:

ρ̇

ρ
= (1+ω)

ṅ
n

, (3.9)

cuja integração resulta:

n = n∗

(
ρ

ρ∗

) 1
1+ω

, (3.10)

onde n∗ e ρ∗ são os respectivos valores destas quantidades para um determinado tempo.

Para exemplificar o modelo com criação vamos considerar o trabalho de Prigogine e

demais autores (PRIGOGINE, 1988), que estabele como fonte de produção de partı́culas:

ψ = αH2 , (3.11)

onde α é constante. Considerando a pressão termodinâmica nula (Pth = 0) e substituindo a

fonte (3.11) na equação de campo (3.6), encontramos:

RR̈+
(

1
2
− 3αH

2n

)
Ṙ2 +

(
1
2
− 3αH

2n

)
κ = 0 . (3.12)

Integrando a equação anterior, Prigogine e demais autores acharam para o fator de escala a
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seguinte expressão:

R(t) = [1+C(e(ακMτ)/6−1)]2/3 , (3.13)

onde a constante C é dada por:

C =
9

κMα

(
κMn0

3

)1/2

, (3.14)

e M é a massa das partı́culas formadas. Neste exemplo o processo de formação de partı́culas às

custas do campo gravitacional elimina a singularidade primordial, ou seja, não temos Big Bang,

que neste ponto se iguala a solução de De Sitter.

Vamos finalizar este capı́tulo determinando a evolução da temperatura em um universo

onde o número de partı́culas não é conservado.

Considerando a equação de conservação T µν

;µ = 0 e a equação de continuidade com

fonte (nuα);α = ψ escrita na forma:

ρ̇ +3
Ṙ
R

(ρ +Pth +Pc) = 0 , (3.15)

ṅ+3
Ṙ
R

n = ψ , (3.16)

respectivamente. Pois então, vamos considerar T e n como sendo as variáveis fundamentais do

processo termodinâmico, logo:

Ṫ =− 1(
∂ρ

∂T

)
n

{[
ρ +Pth−n

(
∂ρ

∂n

)
T

]
3Ṙ
R

+3
Ṙ
R

Pc +
(

∂ρ

∂n

)
T

ψ

}
. (3.17)

Por outro lado, considerando a entropia especı́fica (σ ) como sendo uma diferencial

exata temos que (WEINBERG, 1971):

ρ +Pth−n
(

∂ρ

∂n

)
T

= T
(

∂Pth

∂T

)
n
. (3.18)

Substituindo a relação acima na equação (3.17), obtemos:

Ṫ
T

=−3
Ṙ
R

(
∂Pth

∂ρ

)
n

−3 Ṙ
RPc +

(
∂ρ

∂n

)
T

ψ

T
(

∂ρ

∂T

)
n

. (3.19)

Considerando o processo como adiabático, ou seja, σ̇ = 0, podemos escrever a última relação
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como:

Ṫ
T

=
(

∂Pth

∂ρ

)
n

ṅ
n

. (3.20)

Esta expressão é idêntica à equação para um fluido simples com conservação do número de

partı́culas(WEINBERG, 1971)(TIOMNO, 1989).
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4 PRODUÇÃO DE PARTÍCULAS EM DIMENSÕES
EXTRAS

Há já um certo tempo que a existência de dimensões extras vem sendo consideradas na

literatura. Ainda que o acréscimo de dimensões extras inclua um processo de compactificação,

devemos estudar a dinâmica cosmológica deste processo. Assim, a evolução de um universo

com dimensões extras deve incluir um mecanismo que compactifique estas dimensões, fazendo

que o cosmos evolua para o espaço-tempo quadridimensional usual.

É interessante observar que o processo da compactificação pode vir acompanhado da

produção de uma grande quantidade de entropia, que cessaria sua produção assim que a di-

mensão extra alcançasse um valor mı́nimo, e o espaço-tempo quadridimensional usual expan-

diria adiabaticamente (ALVAREZ, 1983).

No trabalho de Alvarez e Gavela os autores chamam a atenção que o processo de

produção de entropia deve vir acompanhado de um crescimento rápido do espaço-tempo qua-

dridimensional usual, com o decaimento igualmente rápido para a dimensão extra. Outra opção

descrita pelos autores que resultaria em uma produção da entropia seria considerar um número

elevado de dimensões extras.

A idéia de considerar a produção de partı́culas materiais como consequência do decai-

mento da energia estocada no campo gravitacional já aparece no texto de Prigogine (PRIGO-

GINE, 1988). Por outro lado, não fica claro no trabalho dele como seria o término do processo

de criação, dando-se a entender que este processo seria contı́nuo e infinito temporalmente. Man-

teremos a idéia principal do modelo de Prigogine incluindo uma dimensão extra. Em resumo,

vamos propor um universo onde o número de partı́culas não é conservado, e cuja energia ne-

cessária para este processo seja suprida pelo campo gravitacional estocado em uma dimensão

extra.

Vamos considerar o espaço-tempo dado pela métrica:

ds2 = dt2−R(t)2{dr2 + r2dθ
2 + r2sen(θ)2dφ

2}−Y (t)2dy2 , (4.1)
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onde R(t) e Y (t) são funções apenas do tempo, e y é uma dimensão adicional.

Consequentemente, as componentes do tensor de Einstein são dadas por:

G0
0 = 3

(
Ṙ
R

)2

+
3ṘẎ
RY

, (4.2)

G1
1 = 2

R̈
R

+
(

Ṙ
R

)2

+2
Ṙ
R

Ẏ
Y

+
Ÿ
Y

, (4.3)

G1
1 = G2

2 = G3
3 , (4.4)

G4
4 = 3

R̈
R

+3
(

Ṙ
R

)2

. (4.5)

Como as componentes do tensor de Einstein e o tensor momento-energia estão relacionadas

pela equação de campo de Einstein, é natural que o tensor momento-energia possua invariância

correlata com as das componentes do tensor de Einstein (CHATTERJEE, 2006). Logo, as

componentes do tensor momento-energia são dadas por:

T 0
0 = ρ , (4.6)

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 = Pth , (4.7)

T 4
4 = Pc , (4.8)

onde ρ é a densidade de energia, Pth é pressão termodinâmica, e Pc é a pressão de dissipação

adicional devido à produção de partı́culas.

Consequentemente, as equações de campo de Einstein podem ser escritas como:

8πGρ = 3
(

Ṙ
R

)2

+
3ṘẎ
RY

, (4.9)

−8πGPth = 2
R̈
R

+
(

Ṙ
R

)2

+2
Ṙ
R

Ẏ
Y

+
Ÿ
Y

, (4.10)

−8πGPc = 3
R̈
R

+3
(

Ṙ
R

)2

. (4.11)

Note que as equações acima se reduzem ao caso quadridimensional com criação de partı́culas

se desconsiderarmos a dimensão adicional. Por outro lado, desconsiderando também a criação

de partı́culas, teremos então as equações de campo usuais para o modelo de Friedmann.

No nosso modelo, o número de partı́culas no universo não é conservado. Então a
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equação da continuidade, (nU µ);µ = Ψ, é dada explicitamente por:

ṅ+
(

3
Ṙ
R

+
Ẏ
Y

)
n = Ψ , (4.12)

onde n é densidade de partı́culas, e Ψ é a fonte de partı́culas.

Por outro lado, a primeira lei da termodinâmica pode ser escrita como:

T dS = dU +PthdV −µdN , (4.13)

onde T é a temperatura, S a entropia, V o volume, N o número de partı́culas e µ é o potencial

quı́mico. Com alguma manipulação a primeira lei pode ser colocada na forma:

T ndσ = dρ−µdn−T σdn , (4.14)

onde σ é a entropia especı́fica.

Com a ajuda da equação de Euler,

µ =
ρ +Pth

n
−T σ , (4.15)

a equação (4.14) pode ser escrita como:

nT σ̇ = ρ̇− (ρ +Pth)
ṅ
n

. (4.16)

Considerando o processo como adiabático (σ̇ = 0), ou equivalentemente, afirmando que as

partı́culas que serão formadas possuam velocidades idênticas as partı́culas pré-existentes (WAGA,

1996) podemos escrever:

ρ̇− (ρ +Pth)
ṅ
n

= 0 . (4.17)

Podemos integrar a equação acima fazendo uso da equação de estado Pth = ωρ , resul-

tando:

ρ

ρ∗
=
(

n
n∗

)1+ω

. (4.18)

Note que na expressão acima, para ω = 0 temos:

ρ = ρ∗
n
n∗

, (4.19)

ou seja, ρ∗/n∗ representa a massa das partı́culas criadas, pois ρ = mn.
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Voltemos a expressão (4.17) reescrevendo-a como:

ρ̇− (1+ω)ρ
ṅ
n

= 0 . (4.20)

Considerando a equação de conservação T µν

;ν = 0, que para nosso caso resulta:

ρ̇ +3
Ṙ
R

(ρ +Pth)+
Ẏ
Y

(ρ +Pc) = 0 , (4.21)

e a equação da continuidade com fonte:

ṅ
n

=
Ψ

n
−
(

3
Ṙ
R

+
Ẏ
Y

)
, (4.22)

e substituindo-as na expressão (4.17), obtemos para a pressão de criação a expressão:

Pc = Pth−
(ρ +Pth)Ψ

nẎ
Y

. (4.23)

As expressões (4.21) e (4.23) se reduzem as expressões de Prigogine (PRIGOGINE,

1988) e de Ademir Lima (LIMA, 1996), quando desconsiderarmos a dimensão adicional.

Para finalizar esta seção, vamos obter explicitamente uma expressão para a fonte de

produção de partı́culas. Levando em conta a equação de campo (4.11) e a expressão (4.23),

podemos escrever a fonte de criação como:

Ψ =
[

R̈
R

+2
Ṙ2

R2 −2
ṘẎ
RY
− Ÿ

Y

]
Ẏ
Y

n
(1+ω)ρ

. (4.24)

Reescrevendo a equação (4.18) como:

n
ρ

=
n∗

ρ

1
1+ω

∗

ρ
−ω

1+ω , (4.25)

e substituindo esta expressão em (4.24), obtemos a expressão para a fonte de produção de

partı́culas:

Ψ =
n∗

(1+ω)ρ∗
1

1+ω

[
R̈
R

+2
Ṙ2

R2 −2
ṘẎ
RY
− Ÿ

Y

]
Ẏ
Y

ρ
−ω

1+ω . (4.26)

O sub-escrito ∗ refere-se a um tempo especı́fico t = t∗. Por simplicidade consideramos, na

obtenção da expressão acima, um tempo caracterı́stico t∗ onde n∗ = ρ
1/1+ω

∗ .

Substituindo na expressão (4.26) a equação de campo (4.9), podemos escrever a equação

para a fonte de produção de partı́culas em termos dos fatores de escala R e Y e suas derivadas,
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explicitamente:

Ψ =
n∗

8πGρ

1
1+ω

∗ (1+ω)

Ẏ
Y

(
R̈
R

+2
Ṙ2

R2 −2
Ṙ
R

Ẏ
Y
− Ÿ

Y

)(
3

Ṙ2

R2 +3
Ṙ
R

Ẏ
Y

) −ω

1+ω

. (4.27)

Nas seções posteriores vamos agora tratar de alguns casos particulares. De um modo

geral, na literatura o ansatz inicial é realizado na fonte de produção de partı́culas. A partir da

escolha da fonte de produção as equações de campo de Einstein são integradas e as demais

quantidades cosmológicas são obtidas (função de Hubble, parâmetro de desaceleração, idade

do universo e etc.). Vamos adotar um procedimento um tanto diferente. Como a generalização

que estamos propondo envolve produção de partı́culas às custas da energia estocada em uma

dimensão extra, que em princı́pio é compactificada, gerando o espaço quadridimensional usual,

o nosso ponto de partida será considerar o fator de escala quadridimensional usual e conse-

quentemente obter os demais parâmetros e expressões pertinentes. Analisaremos os seguintes

modelos:

• Solução de Friedmann;

• Solução de Prigogine.

4.1 MODELO DE FRIEDMANN

Vamos considerar o fator de escala quadridimensional como equivalente ao de Fried-

mann com pressão termodinâmica não-nula, ou seja,

R = R∗

(
t
t∗

) 2
3(1+ω)

, (4.28)

onde ω vem da equação de estado ω = Pth/ρ , e o sub-ı́ndice ∗ refere-se ao valor da quantidade

em um tempo caracterı́stico t∗.

Usando as equações de campo (4.9) e (4.10) podemos escrever a seguinte equação

diferencial:

2
R̈
R

+
Ÿ
Y

+(3ω +2)
Ṙ
R

Ẏ
Y

+(1+3ω)
(

Ṙ
R

)2

= 0 . (4.29)

Substituindo a expressão (4.28) em (4.29) obtemos uma equação diferencial envol-
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vendo apenas o fator de escala da dimensão adicional:

3(1+ω)tŸ +2(2+3ω)Ẏ = 0 . (4.30)

A integração da equação acima resulta:

Y = Y∗

(
t
t∗

)− 1+3ω

3(1+ω)
. (4.31)

Na Figura (4.1) construı́mos os perfis para R(t) e Y (t) levando em conta um fluido de radiação

(ω = 1/3):

Figura 4.1: Perfis de R(t) e Y(t) para um fluido de radiação.

 

 

0

5

t / t*

0 0,5 1 1,5 2

R/R* 
Y/Y*

Fonte: (SOUZA, 2013)

Já na Figura (4.2) repetimos procedimento idêntico considerando matéria densa (ω =

1):
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Figura 4.2: Perfis de R(t) e Y(t) para matéria densa.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

Os parâmetros de desaceleração para cada caso são definidos por:

qR =
−R̈R
Ṙ2 =

1
2
(1+3ω) , (4.32)

e

qY =
−ŸY
Ẏ 2 =

−2(2+3ω)
1+3ω

. (4.33)

Enquanto para as funções de Hubble, temos:

HR =
2

3(1+ω)t
, (4.34)

e

HY =
−(1+3ω)
3(1+ω)t

. (4.35)

Neste exemplo, o fator de escala quadridimensional R(t) expande de forma não acelerada, en-

quanto o fator de escala da dimensão adicional (4.31) decai aceleradamente, onde consideramos

um fluido de radiação e de matéria densa.

O universo do nosso exemplo nasceria em cinco dimensões e seria anisotrópico, favo-

recendo por conseguinte a interpretação do processo de formação de estruturas à grande escala.

Por outro lado, o processo de isotropização é rápido levando o universo a evoluir para as quatro

dimensões usuais.
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Usando a expressão (4.27) e os fatores de escala (4.28) e (4.31) encontramos para a

fonte de produção de partı́culas a expressão:

Ψ ∝
(1−3ω)

t3

[
1+3ω

(1+ω)2t2

] −ω

1+ω

. (4.36)

Notamos que para radiação (ω = 1/3) obtemos uma produção de partı́culas nula. Ori-

ginalmente, a inclusão de uma dimensão adicional ligam-se ao processo de unificação entre

as interações gravitacional e eletromagnética. A interpretação fı́sica da razão pela qual neste

exemplo não temos a produção de fótons é um dos pontos que merece um estudo mais deta-

lhado.

4.2 MODELO DE PRIGOGINE

Nosso segundo exemplo vai tratar da generalização do modelo de Prigogine, conside-

rando uma dimensão adicional. O trabalho de Prigogine e demais autores foi o primeiro que

considerou a produção de partı́culas do ponto de vista da termodinâmica no universo. Ou seja,

neste modelo, a produção de partı́culas adota caracterı́sticas globais, gerando uma pressão ne-

gativa adicional no tensor momento-energia, e que pode ser considerado um modelo alternativo

para explicar o processo da expansão acelerada.

Vamos escrever a solução do modelo de Prigogine de uma forma particular, como:

R(t) = R∗eαt/t∗ . (4.37)

Neste caso, o fator de escala para a dimensão extra pode ser obtido integrando a Eq. (4.29),

resultando:

Y (t) ∝
cos(α

√
2t/t∗)

eαt/t∗
. (4.38)

Fazendo uma comparação entre as equações (4.37) e (4.38), vamos adotar um pro-

cedimento diferente neste exemplo. Ou seja, vamos considerar o fator de escala da dimensão

adicional como sendo dado por:

Y (t) =
cos
(

π

4 +αt
)

R(t)
. (4.39)

e considerar esta expressão como nosso ansatz, que foi inspirado no aspecto da equação (4.38).
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Substituindo a expressão (4.39) na equação diferencial (4.29), obtemos então:

R(t) =
{

2√
α

[
e
√

2α
t

t∗ − e−
√

2α
t

t∗

]}1/2

, (4.40)

ou, de forma mais simplificada:

R(t) =
[

4√
α

senh
(√

2α
t
t∗

)]1/2

. (4.41)

Para finalizar os cálculos do nosso exemplo, vamos escrever explicitamente o parâmetro

de desaceleração quadridimensional, dado por:

qR =−
cosh

(√
2α

t
t∗

)2
−2

cosh
(√

2α
t
t∗

)2 . (4.42)

Assim, temos os seguintes gráficos:

Figura 4.3: Parâmetro de desaceleração qR. Usamos a expressão (4.42) e consideramos α =√
2/2.

q R
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0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

t/t*
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

qR

y=0

Fonte: (SOUZA, 2013)

Neste exemplo, podemos notar o decaimento forte da dimensão extra, onde o gráfico

Y (t)× t/t∗, Figura (4.5), é similar ao de um oscilador harmônico amortecido. Por outro lado, o

fator de escala quadridimensional altera de desacelerado (q > 0) para acelerado (q < 0).

No gráfico do parâmetro de desaceleração, Figura (4.3) podemos notar uma transição
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Figura 4.4: Fator de escala R(t). Usamos a expressão (4.40) e α =
√

2/2.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

Figura 4.5: Fator de escala da dimensão adicional Y (t). Usamos a expressão (4.39) e α =
√

2/2.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

onde o processo de expansão do universo passa de desacelerado (q > 0) para acelerado (q < 0).

Neste caso, na fase onde o processo de expansão não é acelerado teremos o favorecimento da

formação de estruturas à grande escala. Já na fase onde o processo de expansão é acelerado

podemos ter a concordância do modelo com os dados de supernovas distantes do tipo Ia, onde

é necessário comparar a distância luminosa de nosso modelo com os dados observacionais.
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Figura 4.6: Fonte de produção de Partı́culas Ψ(t). Consideramos α =
√

2/2.
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Fonte: (SOUZA, 2013)

Recentemente, o Professor J. Fabris (FABRIS, 2010) e demais autores expressaram o

favorecimento de uma dinâmica cosmológica onde o processo de expansão acelerada teria um

valor máximo, e presentemente estaria novamente decaindo.

Por fim, mostramos a evolução da fonte de produção de partı́culas para o modelo de

Prigogine com pressão termodinâmica nula (vide Figura (4.6)).
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Vamos delinear nesta seção alguns comentários adicionais e conclusões:

• O modelo com produção de partı́culas pode ser uma alternativa para explicar o processo

de expansão acelerada do universo;

• No capı́tulo entitulado Produção de partı́culas, generalizamos o modelo cosmológico

onde o número de partı́culas no universo não é conservado, adicionando uma dimensão

extra;

• A inclusão de uma dimensão superior pode fornecer ao modelo cosmológico com criação

de partı́culas uma alternativa ao modelo inflacionário para o universo primordial, em ou-

tras palavras, estarı́amos tratando de um universo com fluido de alta densidade (SOUZA,

2013), onde o problema do horizonte cosmológico, e o problema da “planura ”do universo

também seriam eliminados.

• Do ponto de vista do I. Prigogine (PRIGOGINE, 1988), onde a produção de partı́culas

ocorre às custas do campo gravitacional, o modelo com uma dimensão adicional permite

uma melhor “visualização” deste processo. Desde que, de um modo geral, o processo de

formação de partı́culas venha associado à compactificação da dimensão adicional.

• Nosso exemplo do modelo de Friedmann com uma dimensão adicional e produção de

partı́culas, merece uma atenção especial. Um melhor exame de produção de fótons neste

modelo pode ser uma abordagem futura com desdobramentos interessantes do ponto de

vista fı́sico, a respeito de processos de unificação.

• Notamos uma mudança de signatura no fator de escala da dimensão adicional. Podemos

eliminar este eventual problema considerando o seguinte ”ansatz”para o fator de escala

da dimensão adicional:

Y (t) =
|cos

(
π

4 +αt
)
|

R(t)
. (5.1)
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Deste modo, os valores negativos da função cosseno serão filtrados.

Por outro lado, a partir dos anos 80 têm aparecido na literatura discussões sobre a mudança

de signatura, principalmente mudanças que ocorrem entre a signatura de Lorentz (+,−,−,−)

e a signatura de Euclides (−,−,−,−) no âmbito da teoria quântica de campos (HARTLE,

1983)(HAWKING, 1984)(DRAY, 1991)(HELLABY, 1994). Tal mudança é denominada

na literatura de rotação de Wick.

A mudança de signatura do ponto de vista da teoria quântica de campos e da cosmo-

logia é um tema aberto a discussão, normalmente em espaço-tempo quadridimensional

(KONSTANTINOV, 2004).

• Resumindo, todos as conjecturas relatadas acima indicam a necessidade de um exame

futuro mais detalhado do modelo cosmológico com produção de partı́culas em dimensões

superiores, principalmente no que se refere ao universo primordial.
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Apêndice A: Esquema geral da Dissertação.

Figura 5.1: Esquema geral.

Equações de Einstein
Gμν= kTμν

Tensor de Einstein
Gμν

Tensor Momento-Energia
Tμν

Espaço Homogêneo e Isotrópico

Equações de Campo de
 Friedmann

Parâmetros CosmológicosEquação da continuidade 
com fonte Ψ acoplada.

Redefinição do tensor
Momento-energia com

Pressão de criação.

Modelo cosmológico acelerado
com produção de partículas

Modelo de
Kaluza-Klein

Modelo com produção de partículas e dimensão
extra.

Fonte: (SOUZA, 2013)


